3. Intégration par parties

3.1. Méthode de calcul pour la recherche des
primitives

3.1.1. CAS GENERAL

Si u et v sont deux fonctions dérivables, le pro-
duit uv est dérivable et sa dérivée vérifie :

W) = v+ w'.

On en déduit pour les primitives :

j (uv) (x) dx= j u'(x) v(x) dx+'[ u(x) v'(x) dx
soit

f u(x) v'(x) dx= u(x) v(x) —J v(x) u'(x) dx .

C’est la formule dite d’intégration par parties que
’on écrit en utilisant la notation différentielle :

Iudv=uv-jvdu 3 (¢))

Cette formule s’applique lorsqu’on cherche les pri-
mitives d’un produit de deux fonctions si les pri-
mitives de I'une des fonctions sont facilement cal-

culables et si | v du est plus simple a calculer que

u do.

C’est le cas en particulier pour le produit :

— d’une fonction polynéme et d’une fonction
sinus ou cosinus,

— d’une fonction polynéme et d’une fonction
logarithme, trigonométrique inverse ou hyperbolique
inverse,

— d’une fonction exponentielle et d’une fonction
sinus ou cosinus.

Il faut prendre comme fonction u la fonction
polynéme dans le premier cas, la fonction loga-
rithme, trigonométrique inverse ou hyperbolique
inverse dans le second.

Dans le dernier cas on peut prendre pour u indif-
féremment la fonction exponentielle et la fonction
sinus ou cosinus.

Remarques. — 1) Pour trouver les primitives, il
faut parfois répéter plusieurs fois la méthode.

2) La constante d’intégration n’intervient qu’a la
fin du calcul.

Exercices-Exemples
El Calculer
I = J.x cos x dx .
On pose
u=x dv = cos x dx
d’out
du = dx v = sin x

et en appliquant la formule d’intégration
par parties :

I} = xsinx — Jsinxdx.

Les primitives de sinx étant connues,
on obtient :

chosxdx=xsinx+cosx + C.

E2 Calculer
I, = Jx Log x dx .
En posant
u = Log x dv = x dx,
on trouve
du = dx v = &
Bt )
et

2

I, =%Logx—J%dx

soit

5 Logxdx:%—x2 Log x—%x2+C.



TESTS

Calculer

5= Ie'“ cos x dx .

Posons
u=e 2 dv = cos x dx .
On a alors :
du=—2e %dx v=sinx
et

Iy=e" **sin x+2 J.e‘z" sin x dx .

On applique la méthode une deuxiéme
fois avec :

2% ¢t dv = sin x dx.

Hi=1cH
On obtient ainsi :

du = — 2e *dx V= — COS X

et
Iy=e **sin x+

+2 [—e’z" cos x—2 Ie‘“cosxdx]
ou encore

J e 2*cos x dx=e~?*sin x
—2e **cosx—4 je"" cos x dx .

Les primitives apparaissant dans le second
membre étant les primitives cherchées,
on en déduit :

5 Ie"" cos x dx

=¢7 ?*[sin x—2 cos x]+C
soit

Je"zx cos x dx

it
5

e~ 2¥[sin x—2 cos x]+C .

Calculer les primitives suivantes :

~I‘xsinxdx.
‘[xchxdx.

JArctgxdx.

x" Log x dx ,

J
T Ixe'“dx.
J

neN.

x Arc sin x

e —————(1|

\/l—xz

Réponses
— xcosx + sinx + C.
xshx —chx + C.

xArctgx — +Log(1 + x?) + C.

xn+l

1
rz+l[Lng_n+l]+c'
(X 1) e-2x

(2+4>e + C.

—J1 —x*Arcsinx + x + C.

PHEEHE

3.1.2. PRIMITIVES DE LA FORME jP,,(x) ek dx

P, est un polyndme de degré n et k un nombre réel.
On peut calculer ces primitives en appliquant plu-
sieurs fois la méthode d’intégration par parties, la
fonction polyndme étant toujours prise comme
fonction u.

Le calcul montre que les primitives sont de la
forme F:xm— Q,(x)e + C ou Q, est un poly-
néme de degré n et il est plus rapide de déterminer
Q,(x) en identifiant F'(x) avec P,(x) e**.

Exercice-Exemple

E 4 Calculer

I, = J(x2 —5x+ Te *dx.

Les primitives sont de la forme
Fix—(agx*+a x+a)e*+C,

a,, a, et a, étant des coefficients réels a
déterminer. On en déduit :

F'(x)=Qapgx+a,—ayx*—a, x—a,)e”*

=[—ayx*+Qay—a,) x+(a;—a,)] e *



soit en identifiant F'(x) avec (x*~5 x +7) :

—day=1 donc ag=—1
2a0—a;=-5 donc a, =
et
a;—d,=7 donc a,=—4,

On obtient ainsi :

j(xz - 5x+ 7)e ¥dx
=(—x*+3x—4e* 4 C.

TESTS

Calculer les primitives suivantes :
T7 fxz e¥*dx.

Tg f(x2+3.v+2)e*dx.

Réponses

@ 30 ~3x+ e 4 .
*+x+1e*+C.

3.1.3. PRIMITIVES DE LA FORME f e cos px dx Er
f e** sin px dx

k et p sont deux nombres réels.

Deux intégrations par parties successives per-
mettent d’obtenir ces primitives mais le calcul montre
quelles sont de la forme

G : x> e*(Acos px + psinpx) + C

ou A et u sont deux nombres réels. On peut donc
aussi chercher les coefficients 1 et j en identifiant
G'(x) avec e**cos px ou e** sin pyx.

Exercice-Exemple

E5 Calculer & nouveau
I = fe‘“ cos x dx

en procédant par identification.

Les primitives sont de la forme
G:xe *Acosx + p sinx) + C.
On a donc :

G'(x) = e 2 x (— Asinx + JLCOSs X

—"2iAcosxi= 2 pisin x)
ou encore

G'(x)
=e"*[(u—22) cos X—(2+2 p) sin x] .

En identifiant G'(x) avec e~ 2* cos X, on
obtient les équations

H—-21=1]
el
A+2u=0
d’oit I’on déduit :
2 Su=1 cest-a-dire p=1
A= —-2p= -2,

Les primitives cherchées sont donc

J e~ **cos x dx

(753
=eT(— 2cos x + sinx) + C.

TESTS
Calculer les primitives suivantes :

T9 J-e"“ sin 2 x dx .

Txo j e**cos 3 x dx .

Réponses
e—Jx
—T(2cos2x+3sin2x)+c,
e4x .
@ 75(40083x+3sm3x)+C.

3.2. Cas d’une intégrale

Soient u et v deux fonctions possédant des dérivées
continues sur lintervalle [a, b], on a comme au para-
graphe 3.1.1:

W) =u' v+ w' .

En intégrant les deux membres de cette égalité sur
Iintervalle [a, ] on obtient :

b b b
J (uv) (x)dx= f u'(x) v(x) dx +f u(x) v'(x) dx

a a



oul la fi "intégrati ties : He ‘
d’ott la formule d’intégration par partie T14 J‘ At s

0

b b
f u(x) v'(x) dx=[u(x) v(x)]Z—J v(x) u'(x) dx c
2 a T15 J (Log x)? dx .

qui s’écrit en utilisant la notation différentielle :

1
T xe 2*dx.
16
0

b b
j udv = [uv]b — f vdu |. ) ;
- ; T17 J X2 el dxs
0
Les cas d’application de cette formule sont les /4
mémes que pour la recherche des primitives. T18 f e *sin2 xdx.
0
Exercice-Exemple )
bt Tie f Log (1 + x) dx.
0
E6 Calculer 3
c Ty f Log (1 + x?) dx.
I =J Log x dx. 9
6 I T Vi
On pose 21 | x Arctg x dx .

u = Logx dv = dx

d’oit 1/2
dll=g‘£ vV =x T22 J‘ V1 — x?dx.
0
et rl
1L 16 x2 + 9 dx.
£ d.\' : Jvo
I = [x Log x]§ —J o e
: T24 V2 + x — x*dx.
= [x Log xJ§ — J dx . ik
' ‘ 15y 9x* — 12x + 5dx.
On obtient ainsi : “1//32
2 —_
Ig=e—[x]i=e—(—-1)=1 T26 L X X lld Xy
c’est-d-dire : T27 On pose ;
: = sin” x dx ,
f Logxdx = 1. _L Y
1

n étant un élément de N.

a) Calculer I, et I,.
TESTS b) On suppose n supérieur ou égal a 2,
FED - calculer 7, en fonction de /,_,.
Calculer les intégrales suivantes : ¢) Pour tout entier p supérieur ou égal

'[n,z a 1, caleuler 7,, et Lpst

(x + 1)cos xdx.
0 Réponses

n/2
T12 J x?%sin x dx .

0

n/4
T13 J x? cos x dx . @ o)

0

NN
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b) En écrivant I, sous la forme

n/2
= J sin"~! x sin x dx
0

et en intégrant par parties, on obtient :
I, = [— cos x sin"~! x]/?
n/2
+ (n — I)J sin"~2 x cos? x dx
0
d’ou
I,=(n—1)x

n/2
><J‘ sin"~2 x(1 —sin? x) dx
0

=(n=1[1,_,~1)
et

¢) En remplagant n par 2p dans la
relation de récurrence, on obtient :

_@2p-1)(@2p-3)..3.1
22O T (I p =0 =)
_2pQp-1)@2p=2)..3.2.1 1
" [2p2p-2)...217 2
ou encore en écrivant
2p2p—2)...2 = 2Pp 1

- @2p! =
AT o
On a de méme :

Iy

2%7(p 1)?
12p+1 = m iy



