4. Systémes d'équations linéaires

4.1. Généralités

On appelle systéme linéaire de n équations a p
inconnues x,, x,,.., x, tout systéme d’équations
de la forme :

(D) e e S T T e}

ou sous forme condensée :

l_‘fil a; x; = b (i=1,..,n)
Les coefficients a;; et b; sont des éléments donnés
de K (R ou C). Les nombres b;, b,,..., b, sont ap-
pelés seconds membres.
Sib, =b, =...=b, =0,ondit que le systtme
est homogéne.

On appelle solution du systéme toute suite
Xjrer Xp d’éléments de K vérifiant les équations
(1). On dit que le systéme est compatible s’il ad-
met au moins une solution, incompatible ou impos-
sible dans le cas contraire.

On appelle matrice du systéme linéaire la matrice
A= a,.].] . Le systéme s’écrit :

X, b,
AX =B avec X=|! .
xp bll

En désignant par V,,..., V, les vecteurs colonnes
de A, on peut écrire le systgme sous forme vecto-
rielle :

X, Vl+...+xpr=B

Remarque. — Si f € £ (KP, K") est I’application
linéaire associée a A4 (§ 2.1.2.), le systéme linéaire
AX = B s’écrit aussi f(X) = B.

La résolution du systéme AX = B revient donc a
trouver I’antécédent (ou les antécédents) de B dans
I’application f et la résolution du systéme homoge-
ne AX = 0 revient a trouver le noyau de f.

4.2. Rang d’un systéme linéaire

On appelle rang d’un systéme linéaire le rang de
la matrice A du systéme.

Soit C une matrice carrée d’ordre r déduite de
A €M,  en supprimant (n—r) lignes et (p—r) co-
lonnes. 6n dit que C est une matrice extraite de A.

Propriété 1. — Le rang d’'une matrice A est égal
a I'ordre maximum des matrices carrées réguliéres
extraites de A.

Soit C une matrice réguliére d’ordre maximum r
extraite de 4. Quand on modifie ’ordre des lignes
et des colonnes de A, r ne change pas. On peut
donc supposer :

170
d=det(C)=|......... #0

Soient Vl, VZ,..., V _ les vecteurs colonnes de A.
Alors, V,, V2,..., V, sont linéairement indépen-
dants. Sinon les colonnes de § seraient liées et &
serait nul.

a) Si r = p, les vecteurs colonnes de A sont indé-
pendants et A est de rang r.

b) Si r = n, le systéme des vecteurs colonnes de
A est de rang n (car dans K" tout systéme libre a au
plus n éléments) et A est de rang r.

c) Sir <petr<n,soientjet g deux indices
quelconques tels que r +1 <j<petr+ 1<qg<n.

Les r vecteurs colonnes W,,..., W, de C (linéaire-
ment indépendants) forment une base de K’ et
donc le vecteur Wi de composantes (a“.,..., a,,.)
s’écrit :

!4
W.= 2 NW
I'cieeh Kick
r
ou : a,.].=k§1 Nlags =028
r
Montrons que : Vi = kEI A Vg

Posons :

aql...aqr aqi

§ déterminant d’une matrice carrée d’ordre r + 1
extraite de A est nul.



En retranchant a la derniére colonne (de &) A,
fois la colonne 1,..., A, fois la colonne 7, on a :

0
84 = 0 =D6=0
D
r
avec : D—aqi_k‘::, N A

Donc, quels que soientj et g,on a :

r
a,; =k§1 A Ak
T
cest—a-dlre:Vj=k§1 A Ve r+1<j;<p
Le systéme des vecteurs colonnes de A est de
rang r et il en est de méme pour A.

Remarque. — Le rang d’une matrice diagonale
ou triangulaire est égal au nombre d’éléments dia-
gonaux non nuls.

Propriété 2. — Le rang du systéme des vecteurs
colonnes d’'une matrice est égal au rang du systéme
des vecteurs lignes.

En effet, le rang du systéme des vecteurs lignes
de A est égal au rang de * A, donc au rang de A4 d’a-
prés la propriété 1.

Détermination pratique du rang d’une matrice. —

Soit C une matrice carrée réguliére d’ordre r ex-
traite de A. Pour savoir si 4 est de rang supérieur a
7, il faut chercher si, parmi toutes les matrices d’or-
dre r + 1 extraites de 4, il en existe une réguliére.

La démonstration de la propriété 1 montre qu’il
suffit de considérer les matrices d’ordre r + 1 ob-
tenues en bordant C par une ligne et une colonne
supplémentaires extraites de A.

Si les déterminants de toutes ces matrices sont nuls,
la matrice 4 est de rang r. Sinon, il existe une ma-
trice réguliére C' d’ordre r + 1 et on reprend le
méme calcul a partir de C.

Exercice - Exemple

Déterminer le rang de la matrice :

JieTs o ks
| oA G
AT R t] R
s )

La matrice A est au moins de rang 2 car le dé-
terminant suivant est non nul :

15w
=2 1

Les 4 matrices obtenues en bordant par une ligne
et une colonne extraites de A ont des déterminants

=15

nuls :
Bk s s L 571 50S
-2 1 el ] g rsy ) [ 0
-1 2 1 -1 2 4
7 e o 0 Y Y J L
-2 1 10 =] B2 B4 D7l 0
L P i ] R

La matrice A est donc de rang 2.

TESTS

Déterminer le rang des matrices suivantes :

PR SR R
AR R
VR e T
kTR

(1 4" aig
X R
RN B R e

o
1 T
180 adin

Réponses

@) e
@) s
@ rang 3 si N # 1 et X # —2, rang 2 si

=—2ranglsiA=1.
4.3. Systémes de Cramer

On appelle systéme de Cramer un systéme
AX = B de n équations linéaires 4 n inconnues, de
rang n (n = p =r). Le déterminant de A est appelé
déterminant du systéme.

Un systéme de Cramer est un systéme de n équa-
tions A n inconnues dont le déterminant est non
nul puisque la matrice 4 est de rang n.



)

4.3.1. RESOLUTION DU SYSTEME

Propriété. — Un systéme de Cramer a une solu-
tion unique X = A/ B,

La matrice A est inversible et AX = B équivaut
AX=A4"1 B Onaalors:

X, b,
|=at1p=_1 '[A‘.’] ;
x'n det(A4) b,
n
X = kz;l Aki bk_
det(A)

Or le développement du déterminant de 4 par rap-
port alaj°™® colonne est :

n 7
det(4) = k§1 Ay ay;

En remplagant ay; par b,, on obtient le numéra-
teur de x;.
La solution du systéme de Cramer AX = B est :

ou A est le déterminant du systéme et A, le déter-
minant obtenu en remplacant dans A la jeé" ¢ colon-
ne par la colonne des seconds membres.

Ces formules sont appelées formules de Cramer.

Remarque. — Dans tous les exemples, on calcu-
lera le déterminant A pour vérifier si le systéme est
de Cramer. Mais la' résolution par élimination ou
substitution d’inconnues est plus rapide que I'utili-
sation des formules ci-dessus.

4.3.2. APPLICATION A L’'INVERSION DES MATRICES

Soit A une matrice carrée d’ordre n réguliére.
La relation X = A"/ B donne :

etona:A! = [ail.] )

En exprimant x,, x,,..., x, en fonction de b,
.., b,, on calcule donc la matrice inverse de A.

Exercices - Exemples

E Résoudre le systéme d’équations :

x+ y+ z=1
x+Nw+ z=2
2x—2y+3z2=3

Le déterminant du systéme vaut : A = \ — |.

Si N\ # 1, ona un systéeme de Cramer. Pour le ré-
soudre, on procéde par élimination. Retranchons la
1%7¢ équation de la 2°™¢€ et deux fois la 1°7¢ équa-
tion de la 3¢™e :

X + y+z=1]
(\-1)y =]
—dy+z=1
D’ou Uon tire :
] _A+3 s
YRS [ AT e TN

Si N = 1, le systéme est impossible car les deux
premiéres équations donnent deux valeurs diffé-
rentes pour x +y + z.

Calculer ’inverse de la matrice :
ey,

1149 30
017710 B aEEept 2]
A= | ot inkEtes
0 0 0 i

La matrice A est réguliére puisque son détermi-
nant vaut 1. Considérons le systéme d'équations
AX = Y. Retranchons a chaque équation la sui-
vante, de la 1°7¢ a la (n—1)°™€. On obtient le sys-
téme :

Xptx, +...+x,,
Xyt ...

D’ou l'on tire les X;:

X =0 =y) = (y,=v3) =y, =2y, +y,
X2 =Y;-2y3; 1y,

Xn2 5 ¥niz Zyn-l +yn
Xn.l TVnip —<Vp
Xp o TVn

On a donc finalement :



TESTS

AR |
B2t 5

7 ideg ity

0 1 =2

I]

Résoudre les systémes d’équations :

[ ]

x it vy —2z =—]
2x— 3y + 4z =-9
—x—2y+6z2= 2

X, +x2+x3+x4=l

X +(I+a)x, +x;+x,=2
x; +x, %(l+a)x3 X, =3

x, tax, +2x;+(1+ta)x, =4

Sia#0 A 0a e 1t =_l_;
ia X o BT Pt
T R
A DT a?

Si a

= 0, le systéme est impossible.

Inverser les matrices suivantes :

qapt bbb
b a b b
bissbl-an'ib
oy s L R

avec a #beta+ — 3b

(pour la résolution du systéme linéaire
faire la somme de toutes les équations).

a —1 (0]

G2
(ll-l-z 0 )
an-l (0] 0

avec a # 0.
2 0
__A.' 1
1 (0]

matrice (n, n).

Montrer que l’inverse d’une matrice tri-
angulaire inférieure est une matrice tri -
angulaire inférieure.

PP, SRS IR i)
1 T S Y AN St o
@+3bfa=b)| —b —b a+2b —b
b b b at2b)
= | (o} 1/a™!
e etk 1/a"?
o L1 0 1e?
-1 1/a
| ;
0 .
A2
IO Ni-1

Y =AX donne y; = .ZIJI a; X; (i=1,..,n)
im

On en déduit :
1 1 fstsg I
X, =S— y X, =—— L = A
; “11y] boay 2yl By
(i=2,3,.,n
ce qui de proche en proche donne :
i
X =j§1a,,- Yy

c’est-a-dire A1 triangulaire inférieure.



