5. Réduction des matrices carrées

5.1. Valeurs propres et vecteurs propres
5.1.1. DEFINITION

Un vecteur V non nul de K" est appelé vecteur
propre d’une matrice A € M, (K) il existe un sca-
laire A de X tel que :

AV=AV

Le scalaire A est appelé valeur propre de 4 et V vec-
teur propre associé a la valeur propre A. La direc-
tion définie par le vecteur V est appelée direction
propre.

5.1.2. DETERMINATION DES VALEURS PROPRES ET DES
VECTEURS PROPRES

Propriété 1. — Les valeurs propres de A sont les
racines de I'équation det(A—\/) =0

En effet, les vecteurs propres de A sont solution
de (A—N) V=0 ou :

(a”—)\)xl ta,x,+.. ta;,x, =0
ay;, x, +(a22-)\)x2 +...+a,,x,=0

Ce systéme homogéne de n équations & » incon-
nues x,,..., x, posséde une solution non nulle si et
seulement si son déterminant est nul.

det (A—MN) est un polynéme de degré n en \ ap-
pelé polynome caractéristique de A.

L’ensemble des vecteurs propres associés a une
valeur propre A (ensemble auquel on ajoute le vec-
teur nul) est un sous-espace vectoriel de K appelé
sous-espace propre associé a la valeur propre A.

On appelle valeur propre d’ordre r de A un zéro
d’ordre r du polynéme caractéristique.

On appelle trace de A la somme des valeurs pro-
pres (chaque valeur propre étant comptée un nom-
bre de fois égal a son ordre de multiplicité) :

Te(4)= 2,
i=

Propriété 2. — On a : Tr(A) = .anl a;
i=

et : det(4) =X, A, ...\

n

Le polyndme caractéristique s’écrit :
(Gt Vil S G0 b i C PO, RO e P L.
+ ...+ det(4)

En effet, pour A = 0, on obtient det(4). D’autre

part (§ 3.3.):

e, ! !
det(A-\) _PEEG,, Op Ap(1),1 - Q(n)n

TN 1 g o Tl »
avec : a; = a; X a; a; (si i # j)

La permutation identité donne le terme :
(a,; —Mfla,, —=N...(a, —)\)

nn

Pour une autre permutation, si i) = j avec j # i,
on a Pj) # j et donc les facteurs (a; — N et
(a — M ne figurent pas, ce qui donne un polyno-
me en A de degré n—2 au plus. Les deux premiers
coefficients du polynome caractéristique sont
donc :

(D" et (-1)"!(a;; +..i%q,.)

nn

On obtient la propriété en remarquant que le po-
lyndme caractéristique s’écrit aussi :

D" A=2) ... =2,)

Remarque 1. — Si A est une matrice réelle et si
A est réel, on obtient un vecteur propre réel.
SiA\€C—R, une composante au moins du vecteur
V est complexe. En outre, A conjugué de A est aussi
valeur propre de A et le vecteur V est un vecteur
propre associé a \.

Remarque 2. — Pour qu’une matrice 4 soit régu-
licre, il faut et il suffit qu’elle n’admette aucune va-
leur propre nulle, car :

det(4) =2, A, ...,

5.1.3. VALEURS PROPRES ET VECTEURS PROPRES D'UN
ENDOMORPHISME

Soit (€515 e,) une base de K" et A la matrice
d’un endomorphisme f par rapport a cette base.

On appelle valeurs propres et vecteurs propres
de l’endomorphlsme f les valeurs propres et vec-
teurs propres de A. La trace de A est appelée trace
de I'endomorphisme f.



.

Vérifions que ces notions sont indépendantes de
la base (e;) choisie. Soit (e;.) une nouvelle base et B
la matrice de f par rapport a cette base.
P désignant la matrice de passage, on a :

B=Pl AP

B-N=Pl AP_ Pl (M)P=P'!(4-N)P
soit pour les déterminants :
det(B—\) = det(P!) det(A—\) det(P) = det(A—\)

A et B ont méme polyndome caractéristique donc
mémes valeurs propres. Quant aux vecteurs propres,
ils ne dépendent pas de la base puisqu’ils forment
le noyau de f — N défini par (f — Ai) (V) = 0.

Propriété. — Deux matrices semblables ont méme
trace.

En effet, A et B = P! AP ont mémes valeurs
propres.

Exercices - Exemples

Déterminer les valeurs propres et vec-
teurs propres de la matrice :

g1 -1
20 [l 2
Le polynéme caractéristique est :

) 1
AR, SR i
2 2

Il
'
N
[
Ny (9

7
A+ L
1 4
4 ¥l
> A\

Il y a deux valeurs propres distinctes :

LR A 524N 7,

A 4 4

A, =

Les vecteurs propres associés a \; sont définis par :

I—i\/;x__]_y=0
4 2

T R

2 4
Un vecteur propre étant défini a une constante
multiplicative preés, choisissons :
V, =(2,1-iV3)
Pour N\, =Tl, un vecteur propre est le conjugué de
V,, soit :
V,=(21+iV3)

| E, Déterminer les valeurs propres et vec-
= teurs propres de la matrice :

a+1 1 -1
A= |2a+2 2 -2
25 =1

Le polynome caractéristique s’écrit :
— N+ @)V —(@+3)A=-—-A(-1) A—a-3)

1) Sia # —2 et a + —3, il y a 3 valeurs propres
distinctes : \; =0, A, =1, \; =a+3.

Déterminons les vecteurs propres :

A =00 )

(a+1) x+y—z=10
(2a+2) x+2y—2z =0
2x—y+z =10

A, =1

ax+y—z=0

(2a+2) x+y—-2z =0
2x—y =0

V, =(0,1,1)

V, =(1,2.a+2)

A; =a+3
—2x+y—z =0
(2a+2) x—(a+1) y—2z =0
2x—y—(a+2)z =0

V, =(1,2,0)

2)Sia=—3,ona:)\1 = Ng07=10) A, =1
Le calcul précédent donne : V, (150282 ]))
Le systéme d’équations donnant les vecteurs pro-
pres associés a X\ = 0 se réduit a : 2x —y +z =0
ce qui définit un sous-espace propre de dimension
2 engendré, par exemple, par V, = (0, 1, 1) et
V; =(1, 2, 0) précédemment obtenus.

Il

3) Sia=—2o0na:\
On a encore : V, = (0,1, 1)
Le systéme d’équations donnant les vecteurs pro-
pres associés a N\ = 1 se réduit a :

—-2x+y—-z=0
2x —y =0

= 0=

C’est-a-dire :z = 0, 2x — y = 0, ce qui définit un
sous-espace propre de dimension 1 engendré par le
vecteur V, =(1, 2, 0).

TESTS

Déterminer les valeurs propres et vecteurs pro-
pres des matrices suivantes :



e e
0O 0 1 4
[0 0.9:0. " %1

|
(o)}
()

[ B R0
0 (OB ES RV £
i 0 DELGEOT ads
BRGS0
dsiedyi g iy alz

aveca,,.., a, réels non tous nuls.

1) Déterminer le polyndme caractéristi-
que P, de A (on établira une relation de
récurrence entre P, et P, ;).

2) Détesminer les vecteurs propres de A.

Réponses

@ AR A= 25V = (1, 1) 1V, = (4 ])
(T, ) N=2=r =\ =1

Sous-espace propre de dimension 1 en-
gendré par V (1, 0, 0, 0).

(T3 ) N=La =143, 8, =1-3i
V, =3, 9 2;:V, = (-3 1) ;
Vv, =(1+4,3,1)

N =1 A, =246
Vl

Ve @e201)
VAL D Ve SN 6 U
Vi (1alisel)

Pour la valeur propre —1, on a un sous-
espace propre de dimension (n — 1) défi-
nipar x; =—x, e

D/P B NP S (1) a2 A
P, =(N"? [N —a? \—(a%+...+d?)
2\ = % [af +\/a;’ +4(af +.. .+aﬁ)]
A, =af = Mg = G L RO
V, =(a,,..,a;,N\)V,=(a,,..a, \,)

Pour la valeur propre 0, on a un sous-
espace propre de dimension (n — 2) défi-
ni par :

X, =0,a,x;, +...+a,x, ,=0

5.2. Diagonalisation des matrices
5.2.1. INDEPENDANCE LINEAIRE DES VECTEURS PROPRES

Propriété. — p vecteurs propres V, ,..., V  asso-
ciés a p valeurs propres A )\p deux a deux dis-
tinctes sont linéairement indépendants.

La propriété est vraie pour p = 1, un vecteur
propre étant non nul par définition. Supposons la
propriété vraie pour (p — 1) vecteurs et Vv Vp
liés par la relation :

V=Vt b, V)

On a alors :
fV))=f(a, V, +...+ap Vp)=)\1 Vl
azf(vz)+'--+apf(vp)—)\1 VI =0
a, A, V2 +...+ap7\p Vp
=N (oz2V2 +...+a, V)=0
a, (7\2—)\1)V‘2 +...+ap (}\p—)\l)Vp =0

ou, d’aprés 'indépendance linéaire des (p — 1) vec-

teurs V2,..., Vp :

ot (Ay-A) ==, (\,-2,) =0

Les A; étant deux a deux distincts, on en déduit
o =...=q = 0, soit V, =0 ce qui est impossi-
ble.

Les vecteurs V,, V,,.., Vp sont donc linéaire-
ment indépendants.

5.2.2. MATRICES DIAGONALISABLES

On dit qu’une matrice A de M, (K) est diagonali-
sable si elle est semblable & une matrice diagonale
de M, (K).



On dit qu’un endomorphisme f d’un espace vec-
toriel £ est diagonalisable s’il existe une base de E
par rapport a laquelle la matrice de f soit diagonale.
f étant représenté par rapport & deux bases diffé-
rentes par des matrices semblables, cela revient a
dire que la matrice de f par rapport a une base
quelconque est diagonalisable.

5.2.3. CONDITIONS DE DIAGONALISATION

Propriété. — Pour qu'une matrice A de M, (K)
_soit diagonalisable, il faut et il suffit qu’on puisse
“trouver une base de K" formée-de vecteurs propres
de A.

a) Si A est diagonalisable, il existe une base (e:.)
par rapport a laquelle la matrice de f est diagonale :

AI
AZ. D

o Sk
AIl
On a donc f(e,'.) =N e;. et les el'. sont vecteurs pro-

pres de A.

b) Réciproquement, soit (V,,..., V,) une base de
K" formée de vecteurs propres de A.
On a f(V;) = \; V; et par rapport a la base (V)), f
est représenté par la matrice D.
La matrice A représentant f dans une autre base
est semblable a D.

Corollaire. — Toute matrice carrée de M"(C)
ayant n valeurs propres distinctes est diagonalisable.

En effet, les n vecteurs propres correspondants
sont linéairement indépendants (§ 5.2.1.) et for-
ment une base de C",

Propriété. — Pour qu'une matrice de M, (K) soit
diagonalisable, il faut et il suffit que toutes ses va-
leurs propres soient dans K et que la dimension du
sous-espace propre associé a chaque valeur propre
soit égale a I'ordre de cette valeur propre (a une va-
leur .propre d’ordre r, on peut associer r vecteurs
propres linéairement indépendants).

a) Si A est diagonalisable, il existe une base (e:.)
formée de vecteurs propres de A.
Supposons A; =X, = ... =
i>r+ 1.

A, et \; #A; pour

SiV= Z o; e est un vecteur propre associ€ a A,
i=1

la relation f(V) —A; V =0 donne :

E o (A -

i=r+l

)\,)e:.=0
d’oul : == o= 0

Le sous-espace propre associé a A; est donc de di-
mension r (engendré par e/ ,..., ;).

b) Réciproquement, soient A, ,..., A, les valeurs
propres distinctes de A, d’ordres respectifs 7, ,..., 7,
avec r;, +...+ r, =n. Supposons qu’a chaque va-
leur propre )\, on puisse associer 1; vecteurs propres
linéairement indépendants.

Soit (VI, V ) le systéme de vecteurs obtenu par
réunion de tous ces vecteurs propres. Montrons que
c’est un systéme libre.

La relation o, V, + ...+ a, V, =0s%crit, en
regroupant les vecteurs associés a une méme valeur
propre : 5

W; + W, +...+ W, =0
ol W, est un vecteur propre associé a la valeur pro-
pre >‘i ou le vecteur nul.

Les vecteurs W, sont tous nuls car des vecteurs
propres associés & des valeurs propres deux a deux
distinctes sont linéairement indépendants (§ 5.2.1.)
et ne peuvent avoir une somme nulle.

V., V, étant linéairement indépendants, le

vecteur "

W—E oV,

ne peut étre nul que si oy = 0 (1 <i<r,). On dé-
montre de méme que les autres o; sont nuls.

(Vs V) systéme de n vecteurs linéairement
indépendants de K" est donc une base de K" et A
est diagonalisable.

Remarque. — Si A est une matrice réelle diago-
nalisable dans M, (C), elle n’est diagonalisable dans
M, (R) que si toutes ses valeurs propres sont réelles.

Exercice - Exemple

E, A quelles conditions peut-on diagonali-
ser la matrice suivante de M;(R) ?

15vea i h
A=]0 1.1
0= Qukc

Pour qu’on puisse diagonaliser A, il faut et il suf-
fit qu’on puisse trouver une base de vecteurs pro -
pres.



Les valeurs propres sont 1, 1, c.

1) Si ¢ = 1, on a la valeur propre triple \ = | et
les vecteurs propres sont donnés par :
ay + bz =0
z=0
c’est-a-dire :
-sia#0:y =1z =0/(sous-espace propre de dimen-
sion 1) ;
-sia = 0 :z = 0 (sous-espace propre de dimension
2).
On a donc au plus 2 vecteurs propres linéairement
indépendants et A n’est pas diagonalisable.

2) Si ¢ #1, \ =1 est valeur propre double et les
vecteurs propres associés vérifient :

ay + bz =0 i
z=0 ou ¢ o (0)
(c—1)z=0 =
c’est-a-dire :

-sia#0:y =z =0/ (sous-espace propre de dimen-
sion 1) ;
-sia =0 :z =0 (sous-espace propre de dimension
2).
La matrice n’est donc diagonalisable que pour
a = 0 et ¢ # 1. Dans ce cas, on peut prendre com-
me vecteurs propres associés a N = 1 les vecteurs :

Vv, =(1,0,0) Vv, =(0,1,0)

A la valeur propre X = c, on associe le vecteur pro-
pre :V; =(b 1, c—1). Onaalors :

Bidpd]
A=Plo 1 o|P!
O 0s:4¢ ]
a Vec .. 1 0 b
P=|o 1 1
0 0::.¢c—-1 ]
TESTS

A quelles conditions les matrices réelles suivantes
sont-elles diagonalisables ?

r220

a
0 2 -2

—

oo o
co~—~8

o — o |
W — o R

si i<j

Matrice d’ordre 2n vérifiant :
a 0 G

[“zk.z,zm Sk = N
(k=1,2,..,n)
A, N A, nombres distincts.

Réponses

(T, ) PN =A@a+4-2%)

Si @ > —1, matrice diagonalisable dans

M, (R).
Si @ < —1, matrice diagonalisable dans
M, (C).
Si @ = —1, matrice non diagonalisable.
e Matrice diagonalisable dans M, (R) si
a=b=0.
Matrice diagonalisable dans MZn(R) si
Ay 261 =0 (k=1,..,n)

5.3. Applications de la diagonalisation
5.3.1. CALCUL DES PUISSANCES D'UNE MATRICE

Si A est une matrice carrée d’ordre n diagonali-
sable, on a :

D=pPl gp
ou D est une matrice diagonale. On en déduit :
A =PD Pl

A? =(PDP!)(PDP!)=pD? p!
et plus généralement :
Al = pplpl
la puissance k®™e de D se calculant immédiate-
ment.

Si A est en outre réguliére, on peut calculer les
puissances entiéres négatives de A4 :

Al =pp! p!
A2 =414l =pp2? p!
A% =ppk p!

Exercice - Exemple

Calculer la puissance n®™ ¢ de la matrice :

5 1 -1
A=|2 4 =2
I -1 3



Le polynéme caractéristique de A est :
—NM 12N 440N+ 48
== (A=2)(A—4)(\—-6)

Calculons les vecteurs propres :

x4+ y—z=0
N =2 (2x+2y—22=0 Y, =(0,1,1)
x— ylkiz=.0
x+y— z=0
N, =4 lox . —2z=0 V,=(1,0.1)
x—y— z=0
—x+ y—z=0
;=6 2x—2y—2z=0 V,=(1,1,0)
Xy =3zi=0
Ona:
25050
PlAap=10 4 0|=D
05501116
avec :
05 Lot
P=\|1 0 I
Tybalte] P O
et
L N BTy
pl=Li pryp 1
Al o
D’ou :

6" 44" 6"—4" 6" +4"
An=ppnpl =Llgn—on  42n 6"+ 2"
2 dqngn _qnan 442"

TESTS

Calculer la puissance n°®™¢ des matrices sui -

3, 175
T, Oprilinel
1040 v
1Al 0
Réponses

1| ard3on 4n-2n
9|39 3.4n 98 3 4"

s

1 a, bn bn
? bn a, bn
b n b n a,

avec :a, = 2" + 2(-1)*
b, =2" + (-1

5.3.2. SUITES RECURRENTES

Soit {u;} une suite de nombres de K définis
par une relation de récurrence linéaire, par exem-
ple :

wy=a, Uy, tayu,tazu, j=3
avec u,, U, u, donnés. On cherche a exprimer

u, en fonction de j. Pour cela on ajoute a la rela-
tion de récurrence, les relations :
Bl TR
Up2 =Y.z

soit, sous forme matricielle :

uui ‘;l ((1)2 ‘(1)3.‘ Vi =A i
1 = B |5 [ B
Uy 0 1 0_ U U 3
On a alors :
g
u, u. u, u
7 j-1 j-2 2
= = 2 = — j-2
U Alu;, A U3 .= A u;
Y2 Ui 3 L"j-4 Uy

et on est ramené A calculer les puissances de la
matrice A.

La méme méthode peut s’appliquer au cas de
plusieurs suites récurrentes définies par une rela-
tion de la forme :

U it U
N e g
w; Wi

avec Uy, vy, Wy donnés.

Exercice - Exemple

Calculer en fonction de n les nombres
u, et v, définis pour n = 1 par les rela-
tions de récurrence :

[un =2U. -4y, ,
v, =U, Fi20v47

avec u, et v, donnés.

Ona:

e e )



Les valeurs propres de A sont N\, =2+ 2Ziet
= 2 — 2i, les vecteurs propres associés
(2i, 1) et V, =(=2i, 1). On a alors :

-1 A )\1 0 =D
PLZAP [0 )\ZJ

AR p= |2 -2i iped b I
Jil el i1 2i

2i(NI+NG) —4(N N3
NSN3 2iNTHAL)

Ay
A/

A" =pprpl =L
4i

Les relations :
im
A =2+2i=2V2 ¢
i3 = 8T
A, =N, =2V2 ¢ 7
donnent :
N} + N3 =2(2V2)" cos o
A] - AS =2(2V2)n i sin ﬁ}
et finalement :
2cos AT —4sinl4”

A" =on-l (\/E)n
sin % ZCOS%’I
u, =2" (V2)n (u, cos%’— 2 vy sin”7")

v, =2"1 ~2)n (u, sin? + 2, cos%’l)

TESTS
Calculer u, défini pour n > 2 par la re-
lation de récurrence u, = —u, tu, ,
avec u, et u, donnés.
T, Calculer en fonction de n les nombres
u, ety définis pour n > 1 par :
lun =un-l + vn~1
Vel =30,
avec u, et v, donnés.
T, Calculer en fonction de n les nombres

u,, v,, w, définis pour n > 1 par :

U= —2v"_l+3w".1
PSS WM res i3y 6w, ,
WyiSe My ) =02 Vag F 4wn-1

avec u,, v,, w, donnés (pour I’écriture
du résultat, distinguer les cas n pair et

n impair).
Réponses
@ n_ \n Al Al
] 2 1 2
u, = u, + u
n \/g 1 \/5_ 0
avec : A, M= U o R ;A = ~1-Vs
2 2
@ u, = M2y [u, (cos % + 2 sin 3_2")
+ v, sin 3nm
vy = V2" [~5u, sin ur
+ v, (cos 3—2”— 2 sin %)]

Tl G Vol

Yok =[=3+ 4(=1)F]v,
+[6—6(-1)]w,

Wor =[=2+ 2(-1)F] v,
+[4-3(-1)F]w,

[#2ker = 21" vy + 3 (-1} w,

Yorsiis 2 (—l)k U, — 3 Yy s 6w0

Wakar = (D% uy -2, + 4 W,

*5.4. Forme triangulaire des matrices

Propriété. — Toute matrice de M, (C) est sem-
blable a une matrice triangulaire.

Soit A4 une matrice de Mn(C) et f ’endomor-
phisme de C" représenté par cette matrice dans
une base de C”.

Dans C, le polyndome caractéristique de A pos-
séde n zéros. Soit A; l'un de ces zéros et V, un
vecteur propre associé. Il existe (§ 1.4.) une base
de C" ayant V, comme premier vecteur.
Ona:f(V,)=2 V, et la matrice 4’ de f par
rapport a la nouvelle base s’écrit :

A

A'=PlAP=[0

(12....0("

i

I——-n———_——-
i

F B

0 |



ol B est une matrice carrée d’ordre (n — 1).
Sin =2, A" est triangulaire et le résultat est
démontré.
Si n > 2, supposons construite une base
(O Ars Ve, € 475+ €,) de C" par rapport 2 la-
quelle la matrice de f soit :

K Tl M)
A= [
0B
avec :
Al Chpegy
C= Apoo Cop
(0] .‘)\k

DEM, , (C) ; BEM, ,(C).

(On sait construire une telle base pour k = 1).
On a alors :

FOP=NV;+ B ¢V, (1=1,k)

k n
f(ej) = ‘_El di,i-k V,’ i ,.=E+1 bi-k,/’-k i

(j=k+1,.,n)

Soit F le sous-espace vectoriel de C" engendré
par (e, +10 €,) et g Pendomorphisme de F défi-
ni par :

n
g(e;) =H)(.“;l bixix & (G=k+l,..,n)

Par rapport a la base (€4 475+ €,), la matrice de
gest B.
Toute valeur propre de B est aussi valeur propre
de A car :
det(A—N\I) = det(A'—\I)
=(N-M. .. (A~ M det(B—\)

n
Soit : W= % @; €; un vecteur propre de B asso-
jek+1

cié¢ a la valeur propre A, .

W étant non nul, on peut dans la base (ek”,..., e,)
remplacer 'un des vecteurs e, par W (§ 1.4.).

On obtient ainsi (V,,..., Vi Woeo v, e, ) ba-
se de C" dans laquelle :

V) =NV, + ¢ NS k)

W= 2 o fie)

n k
=i=§+1 ai i§l di’j'k Vi i g(ei):l

k n 5 n
=2 Z «.d, \VZOE

i1 [/=k+1 i) Vit £ o 06
etona:

n
Z, 4 EE) =gW =), W

Dans la nouvelle base, la (k+ l)ém ¢ colonne de la
matrice de f comporte donc des zéros sous la dia-
gonale et on retrouve une forme analogue a celle
de A' mais avec (k+ 1) colonnes de z€éros au lieu
de k.

On continue la méme construction a partir de
la nouvelle base et on obtient finalement une ba-
se (V;,..., V,_;» ) par rapport a laquelle la ma-
trice de f est triangulaire.

Corollaire. — Le rang d’une matrice est égal au
nombre de valeurs propres non nulles (chacune
étant comptée un nombre de fois égal a son ordre
de multiplicité).

Ce résultat est vrai pour une matrice triangu-
laire (§ 4.2.1.) et deux matrices semblables re-
présentant un méme endomorphisme par rapport
a deux bases différentes ont méme rang.

Remarques. — a) Le vecteur propre de B est un
vecteur a (n—k) composantes. D’aprés le calcul
précédent, on en déduit W en ajoutant k premié-
res composantes nulles.

b) Pour diminuer le nombre de changements
de base, on introduit a chaque fois dans la nou-
velle base le plus grand nombre possible de vec-
teurs propres de la matrice B (ou A lors du pre-
mier changement de base).

c) La matrice de f par rapport a la base
(8355 e,) étant triangulaire supérieure, il suffit
de considérer la base (e,.e,. 75+ €;) pour obtenir
une matrice triangulaire inférieure.

d) Toute matrice réelle A valeurs propres réelles
est semblable & une matrice triangulaire réelle. En
effet, les vecteurs propres sont a composantes
réelles et tous les calculs précédents s’effectuent
sur des nombres réels.

e) Forme de Jordan. — On démontre que toute
matrice 4 de Mn(C) est semblable 4 une matrice
A' diagonale par blocs. Si A;..... N, sont les va-
leurs propres distinctes de A, la matrice A’ com-
porte p blocs, le bloc associé a une valeur propre
A d’ordre r étant la matrice carrée d’ordre r égale
a:



A 1 0
Nl
1
(0] ‘
A

Exercice - Exemple

Déterminer une matrice triangulaire

semblable a la matrice :

RSB EET2 5

2ol | sre] Oy Tt g 9
£ 9.0 654 8
=15 -9 -5 —12

Le polynéme caractéristique de A est :
(N~1)? (\-2)?
Les vecteurs propres associés a \ i =11 et
N\, = 2sont respectivement :
V, =(3,2 3, -6)
V,=(0,1,1-1)

On compléte en une base par e; =(0,0, 1,0),
e, =(0,0,0,1). La matrice de passage est alors -

it g
D] aain!| e
P=
Eplar L TRk
L AT Y
et T o o0
pl=d|-2 3 0 0
S S (B e
AR 00573
D'ou : 29 59 5
A =P-1A =_1 0 6 8 17
1 f ] El S s, Sy
040574

On considére alors la matrice B d’ordre 2 -

-2 -8
bt [ s 11]
B a pour valeurs propres A; =1, N, = 2et pour
vecteurs propres :
W; =(-8,5)
W,=(1,-1)
On leur associe dans R? les vecteurs

V3 =1(0, 0, -8, 5) et V4 =(0, 0, 1, —1). On
prend pour base (V,, V,, V,, Vigh

avec ;

120 0 b
R e S
il R
IR el
3.0 -0"""0
B e e
3|0 e iy
BT S
o 1 0 3 _J
R, A
A:
2700 0 1 o
0 0 0 2
TESTS

Déterminer des matrices triangulaires sembla-
bles aux matrices suivantes :

-
e
w
e |
(=Tl N
|
—_ O W
O O

41741645
| =5 —6 -5
Réponses
@ A =1 valeur propre double vV, =(1,1,1)
A=2, V2 =(4, 2, 1). On compléte par
V,;=(0,0,1)
180D
Pl APS]g e
05205 71

Un choix différent du 3°M¢ vecteur de
la nouvelle base conduit a une matrice
triangulaire différente. Par exemple avec
V; =(1, 0, 0), on obtient la matrice :

1 0 -1
Osd2w0la1
0 0 1

T ¢ A = 2 valeur propre triple. Un seul vec-

= teur propre V, = (2, 3, —4). Par rap-
port a la base v,, €,, €3), on obtient
la matrice :



27 1553/2

OFE3 80179

0 -2 1
V, =(0, —1, 2) et par rapport a la base
(V,, V,, e;), on obtient :

21020232
0502 =172
0.0 2

¢

*5.5. Théoréme de Cayley - Hamilton
5.5.1. PROPRIETES DES POLYNOMES DE MATRICE
A étant une matrice de Mn(K) et ¢ un polyno-

me a coefficients dans K, on a défini la matrice
q(A) en posant :

q(A)=ay A" +a, A™ +...+a, ; A+al
avec ;
qlx)=a, X" +a,x! +...+a,, x+a,

Des relations :
AL S FUELY S
(Q-l A Q)k = Q-I Ak Q
on déduit les propriétés suivantes :
a) Si q est un produit de deux polyndmes
(a=q, q,):
q(A) =q,(4) q,(A) = q,(A) q,(A)

b)Sig(x)=(x; —x)...(x,—x):
P e T R ¢ )

le produit de ces r matrices pouvant étre calculé
dans n’importe quel ordre.

¢) Q1 AQ) =07 q(4)Q

5.5.2. THEOREME DE CAYLEY - HAMILTON

Si P est le polynome caractéristique de A :
P(A) =0.

Pour démontrer le théoréme, on peut d’aprés
la propriété c) remplacer A par une matrice sem-
blable. Soit donc A une matrice triangulaire de
M, (C):

Le polynome caractéristique de A s’écrit :
PN = (A, - N.o.o.(\, =N

Supposons les k premiéres colonnes de la ma-
trice B, = A, 1-4).. (A; 1 — A) nulles, ce qui
est vérifié pour k = 1.

Dans les (k + 1) premiéres colonnes de
C= Nys =4, il 'y ades zéros a partir de la ligne
k + 1. Pour la matrice B, = B, C, on obtient,
pourj<k+1:

Donc les (k+ 1) premiéres colonnes de B, ; sont
nulles et P(4) = B, est la matrice nulle.

Exercice - Exemple

Calculer en utilisant le théoréme de
Cayley - Hamilton l’inverse de la ma-
trice :

4=

— W W

-1
4
1

— O O

Le polynéme caractéristique de A est :
— N+ 10N —-230+ 14
D’aprés le théoréme de Cayley - Hamilton :
A3 — 1042 +234-141=0
A(A2 —10A+231) =141
al = .5_4(,42 _J0A+231D)
4 10 -36

Al =L sss Loy
Uid] [ R R

TESTS

Calculer en utilisant le théoréme de Cayley -
Hamilton les inverses des matrices :

.
L B
[ 263 N0

sl 3t
JEEIv
M3 %)




Réponses

@ — A’ +542_134-31=0

A=l (A4 54 <13 )

BN AT
b R e
o RS T

W=

A-I

1l
=] 0%8=0
—12:%21



