6. Espaces euclidiens. Espaces hermitiens

6.1. Espaces euclidiens

Soit E un espace vectoriel sur R de dimension n.
Une base (e;,..., e,) de E étant choisie, on appelle
produit scalaire de deux vecteurs V et V' de com-
posantes respectives (v,,..., v,) et (v},..., v le sca-
laire :

£ 1] !
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n
V.Vi=V'.V
E muni du produit scalaire ainsi défini est appelé
espace euclidien.

On définit la norme (ou longueur) d’un vecteur
V en posant :

IRAE VV.V=VVIZ+...+ v'f

On dit que deux vecteurs V et V' sont orthogo-
naux si V.V' = 0.

Une base (e'I o e;) de E est dite orthonormée
si les vecteurs de la base sont deux a deux orthogo-
naux et de longueur 1 :

ey seanl LNEN RS 7
oAb ll si Q=]

On a alors :

Remarque. — V et V' étant les matrices colonnes
associées aux vecteurs Vet V/,ona :

(V) V= (V) V= [y 0+ v, 0]
L’orthogonalité des vecteurs V et V' s’écrit donc
sous forme matricielle :

'VV'=0 ou 'V'V=0

6.2. Matrices orthogonales

On appelle matrice orthogonale toute matrice
A€ M"(R) telle que :

Cette condition est équivalente (§ 2.5.4.) a
'AA=TouA'A=1

Propriété 1. — Soit E un espace euclidien rap-
porté 4 une base orthonormée. Si A est une ma-
trice orthogonale, I'endomorphisme f de E asso-

cié a A fait correspondre a tout vecteur un vecteur
de méme norme :

A& =1l

On dit que f est un opérateur orthogonal.
L’égalité des normes résulte des relations :

"AX) (AX) = 'X '"AAX = 'XX VX

Vx €EE

Propriété 2. — Pour que la matrice A soit ortho-
gonale, il faut et il suffit que ses vecteurs colonnes
(resp. lignes) forment une base orthonormée de R".

En effet, si V,,..., V, sont les vecteurs colonnes de
A, ’élément ¢ de ‘AA a pour valeur €y = V;. V,..

En particulier : la matrice de passage d’une base or-
thonormée de R" a une autre base orthonormée
est une matrice orthogonale.

Propriété 3. — Le produit de 2 matrices orthogo-
nales est une matrice orthogonale :

"(AB) (AB) = 'B('AA)B= 'BB =1
Propriété 4. — Le déterminant d’'une matrice or-
thogonale vaut + 1 car :
det(‘A) det(A) = det('AA4) = 1
ce qui donne : [det (4)]? =1

Une matrice orthogonale de déterminant + 1 est
appelée matrice de rotation.

Exercice - Exemple

On considére la matrice :

0N gers b
A=|-c 0 a aveca, b, c réels
—-b —a 0

Montrer que pour tout « réel non nul, la
matrice B = (a/ — A) (@ + A)! est or-
thogonale.

La matrice o I + A est réguliére car :
det (I + A) =a(o? +a? + b + ?)
avec o # 0.



Calculons 'BB :

BB ="[(al — A)(al +A)] (al—ANal+A)!
='(al+ A Yol — A)(al—A)al+A)!
=["(al +A)! Yal— A)al—A)al +A)!

La matrice A considérée vérifiant 'A =— A,ona:
‘BB =(al—A)! (al +A)al—A)Nal+A)!

Mais (§ 5.5.1.) :
(al+A)(al — A) =(al—A)(al+A)

ce qui donne :
'BB =(al — A)! (ol — A)(al +A)(al+A)! =1

B est donc une matrice orthogonale.

TESTS

Déterminer toutes les matrices orthogo-
nales d’ordre 2.

Vérifier que pour A € R la matrice sui-
vante est orthogonale :
{ A AA+1) A1
R ot Mot A —AA+1)
2
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Soient p et ¢ deux entiers distincts com-
pris entre 1 et n. On considére la matrice
A €M, (R) définie par :

a. =1sii#peti#q

i

a5 =aqu=cose .
ddoimin sinf, a__ =sinf
a; = 0 dans les autres cas
Montrer que la matrice A est orthogo-
nale.
Réponses
@ = |2 ¢eb avece =t ]
b —ea et a2 +b% =1

ek A =|cosl esinf
sinf —ecosf

Pour € = —1, A représente la rotation de
centre 0 et d’angle 6.

Pour € = + 1, A représente la symétrie
par rapport au support du vecteur

V (cos % , sin —g—— ) ou encore la symétrie
par rapport a Ox suivie d’une rotation
d’angle 6.

@ On vérifie que les vecteurs colonnes (ou

lignes) forment un systéme orthonormé.

@ Méme méthode que dans I’exercice pré-
cédent.

6.3. Matrices symétriques réelles
6.3.1. PROPRIETES DES MATRICES SYMETRIQUES REELLES

Rappelons qu’une matrice symétrique vérifie
4A=4

Propriété 1. — Soit E un espace euclidien rap-
porté a une base orthonormée. Si A est une matrice
symétrique, 'endomorphisme f de E associé a A
vérifie :

x . f(y) =f(x).y Vx,y €E

On dit que f est un opérateur symétrique.
Propriété 1 bis. — Si A est une matrice symétri-

que :
IXAY = 'YAX VXY

Cette relation traduit 1’égalité vectorielle :
x.f(y)=f(x).y

'XAY est une matrice 4 une ligne et une colonne,
donc égale a sa transposée :

'XAY = ('XAY) = 'Y 'AX = 'YAX

La démonstration prouve que cette formule est en-
core valable pour des matrices colonnes X et Y a
éléments complexes.

Propriété 2. — Si A est symétrique et P orthogo-
nale, alors A’ = P! AP est symétrique, car :

tA' = Y(1PAP) = P AP =Pl AP =4’

6.3.2. VALEURS PROPRES ET VECTEURS PROPRES DES
MATRICES SYMETRIQUES REELLES

Propriété 1. — Les valeurs propres d’'une matrice
symétrique réelle A sont toutes réelles.

Soit V un vecteur propre associé a une valeur
propre . Pour X = Vet Y = V (V matrice colonne
dont les éléments sont les conjugués des éléments
de V), la relation ‘XAY = ‘YAX devient :

'VAV = 'VAV
De AV = NV, on déduit AV = AV soit en repor-
tant :



ANV =AYV
vy =N
i

M=

X
A

V étant noln nul, on a donc A\ = \ c’est-a-dire \ réel
et le vecteur propre V est & composantes réelles.

I Mx

7 Vi V’.

Propriété 2. — Deux vecteurs propres d’une ma-
trice symétrique réelle associés 3 deux valeurs pro-
pres distinctes sont orthogonaux.

Si Vet V' sont deux vecteurs propres associés res-
pectivement aux valeurs propres A et A’ la relation :

V. f(V)=£(V).V
AV .V=NV .V
et en supposant A # )\’ on obtient V' . V = 0.

s’écrit :

Exercice - Exemple

@ Déterminer une base orthonormée de R3
formée de vecteurs propres de la matrice:

b B Fog
Al g
4 4.2

Le polynome caractéristique s’écrit :
A+ 36202 — 324
et a pour zéros : \; =0, \, =\; =18

Le vecteur propre associé a A, est défini par :

17 x —y+4z=0
—x+ 17y+4z=0
ce qui donne : x =y, z = — 4x,

En prenant un vecteur de longueur 1, on obtient :

1583V 2 132
Les vecteurs propres associés a A, sont définis
par la seule condition : — x —y + 4z = (.

AH R Fal & , 0) vecteurde

V2N

On peut choisir : V, = (

longueur 1.
Pour obtenir une base orthonormée, il faut prendre
V; orthogonal a V, et de longueur 1, c’est-a-dire
vérifiant les trois conditions :
-x —y +4z =0
XEi=)) =0
b A AR TRl
2

. Zie ]
Soit : Val=i (LT s g
o el e iy

V; est donc fixé au signe prés lorsque Vz est choisi
fona:Vy; =2V, ,V,)

TESTS

Déterminer pour chacune des matrices suivantes
une base orthonormée de R® formée de vecteurs
propres :

[0 2
27410751
KRS

2 —4
p e A

1

o désignant un nombre réel non nul, on
considére la matrice 4 € Mn(R) définie
par :

a;=1-2a
Qi1 =8 =0
a; =0 si j¢E{i-1,i i+1}
1) Vérifier pour 1 <i < n I’identité :
sin (i—1) ¢ + sin (i+1) ¢
=2 (1-2sin? %) sin i¢

2) Pour 1 <k < n, on considére le vec-
teur V. de composantes (sin k0, sin 20,
..., Sin nk@) avec 6 = -1
n+1
Vérifier que V, est un vecteur propre de
A associé a la valeur propre
A =1 — dasin? k_g

3) En déduire sans calcul la valeur de :

n § !
T sin JKT g Ik pour k #k'
/=1 n+1 n+1

Réponses

Nis—2108 A=0; A; =3
V=



(T ) M=n=-25%=7

1 2 =2
V,=(21 £ ==
3703573
Les vecteurs propres associés a A = —2
vérifient x + 2y — 2z = 0. On peut pren-
dre :
Vv, = (0, 73 Sl 4
V3G
4 —1 1
V =( = T = '—)
LiriaVhit 3V 3V

1) sin(i—1) ¢ + sin(i+ 1) ¢ = 2sini¢ cosg

2) Le ime glément de la matrice colonne
AV, est,pour 2<i<n-1:

asin(i—1) k6 + (1—2a) sin ik0
+ asin(i+1) k6 = A, sin ik0
formule encore valable pour i = 1 et
i =n car :

sin0 k0 = sin(n+1) k6 =0

3) Les valeurs propres sont toutes dis-
tinctes et les vecteurs propres sont deux
a deux orthogonaux :

V VI-— E sm]k—”sm ]k" =0
n+1 n+1

si k#Kk'.

6.3.3. DIAGONALISATION DES MATRICES SYMETRIQUES
REELLES

Propriété. — Toute matrice symétrique réelle A
est diagonalisable par une matrice orthogonale (il
existe une matrice orthogonale P telle que P~/ AP
soit diagonale).

Soit f ’endomorphisme de R” représenté par la
matrice A dans la base orthonormée (TR e,), A
une valeur propre de f et V, un vecteur propre de
longueur 1 associé a A
On compléte V en une base (V,, » V,) de
R” (§ 1.4.). Par le procédé d’ orthonormahsatlon
de Schmidt (cf. chapitre 9, test Tg4), on en déduit
une base orthonormée (v, e’z,..., e;,) et on a :

fvp) =Ny,

La matrice de f par rapport 4 la nouvelle base est
symétrique (§ 6.3.1.) et s’écrit :

avec B symétrique.

On peut raisonner sur B comme on 1’a fait sur 4 et
en procédant ainsi (n—1) fois, on obtient finale-
ment une base orthonormée par rapport a laquelle
la matrice de f est diagonale, ce qui démontre la
propriété.

Exercice - Exemple
Déterminer une base orthonormée de R3
formée de vecteurs propres de la matrice:

(74 4
A=L o d a1 g
R

et caractériser géométriquement 1’endo-
morphisme associé.
Le polynome caractéristique de A s’écrit :
—N AN+ =—(A=1)(\+1)?
Les vecteurs propres associés a N, = I sont dé-
finis par :

—16x+ 4y+4z=0
4x—10y+8z=0

ce qui donne :y =z = 2x
et en prenant un vecteur de longueur 1 :

=(d 202
iz &),
Les vecteurs propres associés a \, = —1 sont dé-

finis par la seule condition :
2x+4y+4z=0

1 =]
Prenons : V, =(0, ——, ==
< V2 V2

et V; orthogonal a V,:

vV, =( =4 Y 2 Al i)

3V2 3V2 3V2

Dans la base orthonormée (V,, V,, V;), la ma-
trice semblable a A s’écrit :

JE L]
A=|0 -1 0
0 0 -1



Elle représente la symétrie par rapport au support
du vecteur V, .

TESTS

Déterminer pour chacune des matrices suivantes
une base orthonormée de R3 formée de vecteurs
propres et caractériser géométriquement I’endo-
morphisme associé :

Al g s g

<l o nf NhE Y

dol o il /iy

% ieg s gy

Réponses

@ N =05 A, =N, =1
D
v]_(gy—gs—s_)
V2=(_l_,.l_..,0)

i T

ST e’ 1 U S B
3 ) )
3V2 3V2 3V2
Projection orthogonale sur le plan défini
par V, et V; (plan d’équation

z=2y —2x).
(T8 ) =0 ; A, =N; =2
et gy
1 -1
V. =(-1. =L
2 (\/—2—)\/5’0)
Ve e e

Projection orthogonale sur le plan défini
par V, et V; (x + y + z = 0) suivie
d’une homothétie de centre O et de rap-
port 2.

6.4. Formes quadratiques
6.4.1. FORMES LINEAIRES

Une forme linéaire sur £ (espace vectoriel de di-

mension p sur K) est (§ 1.6.) une application liné-
aire de £ dans K. Son expression analytique est
(§ 1.6.):
f(x)=a, x; +.. .+ @, X,
On dit que n formes linéaires f; ,...,
indépendantes si :

N A,

[, sur E sont

=0= A =...=2 =0

Condition d’indépendance. — Pour que n formes
linéaires f 10+ [, sur E soient indépendantes, il faut
et il suffit que le rang de la matrice des coefficients
soit égal au nombre n de formes.

Posons : f; =i>=51 ay X (i=1,..,n)
Le #™¢ vecteur ligne de la matrice 4 = [a,.i] a
pour composantes les coefficients de la forme fie

La condition '£1 \; f; =0 équivaut a :
i=

p n
Ly Gl M) e VX
; = .
ki i§1 8y.h =0 j=1,.,p

On a par rapport aux inconnues A, A, UN SYS-
téme homogeéne de p équations a4 n inconnues.
Pour que ce systéme n’admette que la solution
nulle, il faut et il suffit (§ 4.5.1.) que le rang de la
matrice ‘A (égal au rang de A) soit égal au nombre
n d’inconnues.

En particulier : pour que »n formes linéaires sur £
(de dimension n) soient indépendantes, il faut et il
suffit que la matrice des coefficients soit réguliére.

Corollaire. — Pour que n formes linéaires f i
sur E soient indépendantes, il faut et il suffit que
pour tout o,,..., a € K, il existe au moins un
X € E vérifiant :

[i(x) =« = 1

Si la condition est vérifiée, on a un systéme liné-
aire de n équations 4 p inconnues compatible quels
que soient les «;. Le théoréme de Rouché-Fontené
(§ 4.4.2.) montre que r = n car pour r < n, on peut
trouver des q; tels que les déterminants caractéristi-
ques soient non nuls.

Réciproquement, si les formes sont indépendan-
tes, alors » = n et le systéme est compatible.



Exercice - Exemple

- Etudier I’indépendance des formes liné-
aires suivantes :

fi= x=xt X350, =3
[3=2x;+x,—2x;;f, =
La matrice des coefficients est de rang 3 car le
déterminant formé a partir des 3 premiéres lignes
est égal a 2.
[, 3, f3 sont donc indépendantes. Pour obtenir

la relation liant f, a f,, f,, f;, il faut résoudre par
rapport a \;, A, A e systéme d’équations :

NOENG NG =T

x1—2x2+x3
X, + Xy =X,

ou : At 3Nt 2N, = 1
ST 20 Ay = ]

Apchidy =2, =~1
cequidonne : N\, =2 ; N, =—1 ; \; =1
Onadonc: f,=2f —f,+f;
TESTS

Etudier I'indépendance des formes linéaires sui-
vantes :
X Gy Xy 2 XXy
f,b=2x,+ x,— x;+3x,
f3 =2x, + 2x2—3x3 ey

T,y fi=ax; +5x,—4x;
S st X0 = X
f3=2x, + x,+ ax;

Réponses

Formes indépendantes.
Sia # 1 : formes indépendantes.

Sia=1:f; =—f; +3f, f; etf, indé
pendantes.

6.4.2. DEFINITION DES FORMES QUADRATIQUES

Soit £ un espace euclidien de dimension n. Une
forme quadratique sur E est une application
X = g (x) de E dans R telle que :

q(x) =x . f(x)

ou f est un opérateur symétrique.

Par rapport a une base orthonormée, f est re-
présenté par une matrice symétrique réelle A et on
peut écrire :

q(x) = 'XAX

(en écrivant cette formule on identifie la matrice
'XAX d’ordre 1 avec son unique élément).

On appelle rang de la forme quadratique q le
rang de f, c’est-a-dire le rang de la matrice A.
En développant, on obtient :

t L
XAX = E x(E aux]) 11 @y X; X;

= Z a; x2 +.% X; X; +
& 2 a; g @i X; X;
et en tenant compte de la relation «

{0 A

2
q(x) = ? a; X +i2/ 2ail.x‘.xl.

q(x) s’exprime donc comme un polynéme homo-

géne du second degré par rapport a X3 X gt Xt

6.4.3. REDUCTION DES FORMES QUADRATIQUES

Propriété. — Toute forme quadratique g peut
s’écrire :

q(X)=,§£l o [9,(x) 0%, )P

les «; étant des nombres réels non nuls, les y; des
formes linéaires des x; indépendantes et r le rang
de q.
r
L’expression ? o; y? est appelée décomposi -
tion en carrés de q.

Prenons une nouvelle base orthonormée
(Visors Vn) de E formée de vecteurs propres de A
(§ 6.3.3.). La matrice de passage P est orthogonale
etona:

X =PXx
q(x) = (PX') A(PX') = 'X' 'P APX'
=X'(PLAP) X' = 'X' A'X’

avec A' diagonale, c’est-a-dire :
n
qx) = 2 N x?

En posant ‘P

=[8,]  1a retation x' = P x='px
donne :



n
i mptail )

Les x; sont des formes linéaires indépendantes car
la matrice ‘P est réguliére. Le rang de q est égal au
nombre r de valeurs propres de A non nulles. On a
donc en supposant N #FO0pouri=1,.,r:

£ n 2
alx)= 2 NCE By %)

Exercice - Exemple

Décomposer en somme de carrés la for-
me quadratique :

q(x) =2x12 + 2x22 + 3x32‘ + 2x1x2

On peut écrire : q(x) = 'XAX avec:

X, 200 v 0
X=|x, A=|1 2 0
X3 0' w13

Les valeurs propres de Asont : Ny =1, N, =\; = 3.

Pour N\, = 1, un vecteur propre de longueur 1
est :

A% 0)

N N
Pour \ = 3, les vecteurs propres sont définis par
la seule condition x; — x, = 0.

Prenons : V, 0) et choisissons v,

e N i
V2 V2
de longueur 1, orthogonal a V, : V; = (0, 0, 1).

(Vl, Vs, V3) est une base orthonormée de R® et
ona:
q(x) = 'XAX = ‘X' ('PAP) X'
=} x',z + A, x'zz +A; x}z

avec : -L _] 0' Fxl— (xl — X,
V2 V2 V2
y Fooieod _ X1t X
IXe =P Ya =t | [aaingnds gl 3o ] e ia
V2 V2 & V2
B 0 0 I_J _XJ- k »?3 i
soit finalement :

a0 =L (x =, +2 (x4, P 4 3,2

On peut faire un choix différent des vecteurs
propres associés a la valeur propre N = 3. Par
exemple :

A

SRR

S 5~

2

\£

ol

ce qui conduit a une autre décomposition de q :
q(x) = —é- (x,—x,)? + (X% X

+—é—(xl+x2—2x3)2

Remarque. — Lorsque les valeurs propres de la
matrice A sont deux a deux distinctes, les vecteurs
propres de longueur 1 sont déterminés au signe prés
et on obtient alors pour ¢ une seule forme de la dé-.
composition.

TESTS

Décomposer en somme de carrés les formes qua-
dratiques suivantes :

) :
Tll X, +2xlx2+2x1x3+4x2x3

2 2 2
8 x, +5x2 +5x; —4x1x2—4x1x3

—8x,x;
Réponses
@ A =0 ks m 2 =g
S Boed D)
o ARk
1 -1
v =(01—”'—_)
G SRV
1 1 1
Vi, —=4——)
PV F R

q(x) =—(x, —x3)2 (X0 X, +x3)2

Pour A = 9, on peut prendre :

Py
A (13 Kepped U
4 NCRRYD)



3V32 3V E3VT

q(x) = %(xz—x3)2 +—;(—4x1 ik

6.4.4. METHODE DE GAUSS

La méthode de réduction du paragraphe précé-
dent impose la recherche des valeurs propres et vec-
teurs propres de la matrice A associée a la forme
quadratique g. On peut éviter cette recherche en
utilisant la méthode de Gauss, procédé par récur-
rence qui conduit & une décomposition en somme
de carrés de formes linéaires indépendantes :

a) il existe un terme en x,? (par exemple x,?),
on ordonne par rapport aux puissances de x; :

n
a0 = ax;? +x, T bx;+ g (xp00%,)

n
=a(x, _{_1z 'E:Z Bt iy (i X
1 & :
eale

On obtient ainsi un carré et une forme quadratique
ne dépendant plus que de (n—1) variables.

b) S’il n’existe pas de terme carré, on ordonne
par rapport & deux variables (par exemple x, et
0050) s

2

n
q(x) =a x,x, +x, i§3 b; x;
n
+ x, ,~§3 ikt qyi(x3, 0y %y)

l n ] l n
=a(x, +7i§3 ¢; x;)(x, +7 ,~§3 b; x;)

n n
+q, (x5, X,) —?' (2 bx) (T ¢x)

i=3
En utilisant I’identité :

uv=%[(u+v)2—(u—v)2]

on obtient deux carrés et une forme quadratique
ne dépendant plus que de (n—2) variables.

¢) Le résultat s’obtient en appliquant autant de
fois que nécessaire a) ou b) a la forme quadratique
restante. L’indépendance des formes linéaires se vé-
rifie par récurrence : dans le cas a), seul le premier
carré dépend de x, ; dans le cas b), seuls les deux
premiers carrés dépendent de x ; etx,.

Exercices - Exemples

m Décomposer en somme de carrés la for-
me quadratique :

q(x) = 2.):12 + 2x22 + 3x32 +2x;x,
Ordonnons par rapport aux puissances de x, :
q(x) =2 x12 +12 X, %5k (2x22 + 3x32)

! 1 it Hmiteei2 i2 2
=2(x, +7x2) Xy 2. X507 3 %y

q(x) =2(x, + % x2)2 +%x22 o+ 3X32

Décomposer en somme de carrés la for-
me quadratique :

q(x) =2x,x,— 4x1x3+2x2x3+4x2x4
Ordonnons par rapport aux deux variables X, et x,!
qx) =2x;x, —4x, %3 + 2%, (x; +2x,)
=2(x;+x;+2x,)(x,—2x3) + 4 x5 (x;+2x,)
=%(x1+x3+2x4+x2—2x3)2

—é (x,+x3+2x,—x,+2x, )2 +4x,? +8x,x,
= é (x,+x,—x3+2x,)? ~ é (x;—x,+3x342x,)?
+(2x; +2x,)? —4x,?
TESTS

Décomposer en somme de carrés les formes qua-
dratiques suivantes :

2 2 2
9x, +5x2 +7x3 —6x1x2

—6x1x3 - 2x2x3

4x1x2 +x,x; + 2x2x3

2 2 2 2
T, s 4.x ;5 12ix, + 10 x; +4x4
+ 4x1x2—4x1x3—8x2x3+4x2x4
—8x;x,
Réponses

@ (B x;—x,—x3)2 + (2x,-x;)? + 5x,?



—‘12—(xI+2x2+x3)2—%(x1—2x2)2——é—x32
@ (2, 4 X; =X ok (%, = 3%, + 2%, P

6.4.5. LOI D’INERTIE DE SYLVESTER

Les méthodes des paragraphes précédents don-
nent deux moyens de décomposer une forme qua-
dratique ¢ en une somme de carrés. Les résultats
obtenus ne sont pas nécessairement identiques
mais certains paramétres sont les mémes pour tou-
tes les décompositions.

Loi d’inertie. — Le nombre de carrés positifs et
le nombre de carrés négatifs sont indépendants de
la décomposition de g considérée.

Soit : ©oq(x) = "XAX

Dans la base (V,,..., V,) de vecteurs propres de 4
considérée au § 6.4.3.,0ona :

n 12
q(x) =i‘=21 A x;

Supposons : A, >0 pour i =1,..,p
A, <O pour i=p+ 1

3 n 2
Soit : q(x) = E:l M Y

une autre décomposition correspondant a une base
(WI s W, ) avec :

u; >0 pour i=1,.,p
u, <O pour i=p +1

Si p>p, alors p+ (n— p') > n et les vecteurs
VI"“’ Vp, Wp.”,..., W,l sont liés ce qui peut s’é-
crire :

2 yV=12 8W

A , = ; g =X

ya M i=phts !
(V],..., Vp) étant linéairement indépendants, le
vecteur x est non nul. Ce vecteur vérifie g(x) > 0
et g(x) <0 ce qui est impossible.
On a donc p < p' et de méme p' <p ce qui donne
p = p'. Méme démonstration pour le nombre de
carrés négatifs.

6.4.6. FORMES QUADRATIQUES POSITIVES

Une forme quadratique g est dite positive si :
q(x) =0 Vx

Si A est la matrice associée a la forme quadrati-
que par rapport & une base orthonormée, g est po-
sitive si et seulement si les valeurs propres de 4
vérifient A, =0 Vi.

En effet, en se plagant dans une base orthonormée
formée de vecteurs propres de A, on a :

n
qx) =z N xp?
ou A, ,..., A, sont les valeurs propres de A.

D’apres le § 6.4.3., une forme quadratique posi-
tive est décomposable en une somme d’au plus »
carrés positifs.

Une forme quadratique q est dite définie positive
si:

q(x) >0 Vx#0

q est définie positive si et seulement si les valeurs
propres de A sont toutes strictement positives . g
est alors décomposable en une somme de n carrés
positifs.

TESTS

o désignant un paramétre réel, on consi-
dére la matrice :

4 20 —2-2a«
A= 2u 2—« -2
—2-20a -2 3+«
1) Déterminer les valeurs propres de A.
2) En déduire que pour ~2 < a < 1 :
4 x,2 +2x,2 + 3x,2—4x,x;— 4x,x,
>alx,? —x;2—4x;x, +4x,x,)

Vx,, Xatias
Tl 7 Soit B la matrice carrée d’ordre n définie
par :
b; =2
b1 =bi =1
by=0 si jE{i-1,0i+1

1) Montrer que pour 1 <k <n le vecteur
V. de composantes (sin k0, sin 2k0,...,

; T,
sin nk0) avec 6 o

I est vecteur pro-

pre de B associé a la valeur propre
A, = 2+ 2cos k6.



2) En déduire que :
vl
xn2+';2 X[ 20
i=

Vx €R”

i+l

Réponses

DA, =0; A, =3-3a; \; =6+ 3a

2) La forme quadratique ‘XAX est posi-
tive pour —2 < «a < 1. D’ou I’inégalité.

@ 1) sin(i—1) k6 + 2 sin ik + sin(i+1) k0
= (2 + 2 cos k0) sin ik0

2) La forme quadratique ‘XBX est défi-

nie positive car les valeurs propres de B

vérifient A, > 0  Vk. D’ou I'inégalité.

*6.5. Espaces Hermitiens

On peut adapter au cas des espaces vectoriels
complexes les paragraphes 6.1. 4 6.3.

6.5.1. ESPACES HERMITIENS

Soit E un espace vectoriel sur C et (e;,..., e,)
une base de E. On appelle produit scalaire hermitien
de deux vecteurs V et V' le scalaire :

N o T 1
(VlV)—vI RS R R
ou sous forme matricielle V'V

Ce produit n’est pas commutatif : quand on échan-
ge les deux vecteurs, le produit est remplacé par
son conjugué.

La norme hermitienne d’un vecteur V est par
définition :

IVl = V(viv)y=Vy| 2 +.. + |y,

E muni du produit scalaire hermitien est appelé
espace hermitien.

On dit que deux vecteurs sont orthogonaux (au
sens du produit scalaire hermitien) si (V | V') = 0.

Une base orthonormée de E est définie par :

Vi [ V) =6,

6.5.2. MATRICES UNITAIRES

On appelle matrice unitaire toute matrice
A €M, (C) telle que :

La matrice ‘A est notée A* et appelée matrice
adjointe de la matrice 4.

Des démonstrations analogues a celles du § 6.2.
donnent les propriétés suivantes :

1) Soit £ un espace hermitien rapporté i une
base orthonormée. Si A est une matrice unitaire,
I’endomorphisme f de E associé a A fait correspon-
dre a tout vecteur un vecteur de méme norme her-
mitienne :

lreol = lxll

On dit que f est un opérateur unitaire.

Vx EE

2) Pour que A soit unitaire, il faut et il suffit que
ses vecteurs colonnes (resp. lignes) forment une
base orthonormée de C" (pour le produit scalaire
hermitien).

3) La matrice de passage d’une base orthonormée
de C" a une autre est une matrice unitaire.

4) Le produit de deux matrices unitaires est une
matrice unitaire.

5) Le déterminant d’une matrice unitaire est de
module 1.

6) Les valeurs propres d’'une matrice unitaire
sont de module 1 car pour un vecteur propre V :

lravll =1 x]. vl =1V

Remarque. — Une matrice réelle orthogonale est
un cas particulier de matrice unitaire. Donc, les va-
leurs propres d’une matrice orthogonale sont de
module 1.

6.5.3. MATRICES HERMITIENNES

On appelle matrice hermitienne (ou auto-
adjointe) toute matrice A € M, (C) vérifiant

ce qui entraine en particulier que les éléments dia-
gonaux sont réels.

On démontre comme au § 6.3. les propriétés
suivantes : .

1) Soit E un espace hermitien rapporté a une
base orthonormée. Si A est une matrice hermi-
tienne, ’endomorphisme f de E associé a A vérifie :

(x| fly) = (f(x) | y) Vx,y€E€EE



On dit alors que f est un opérateur hermitien (ou
auto-adjoint).

2) Si A est une matrice hermitienne :
'YAX = ('XAY) VXY

3) Si A est hermitienne et P unitaire, alors
A' = P! AP est hermitienne.

4) Les valeurs propres d’'une matrice hermitienne
sont toutes réelles : on applique 2) en prenant pour
X et Y un vecteur propre V.

5) Deux vecteurs propres d’une matrice hermi-
tienne associés a deux valeurs propres distinctes
sont orthogonaux (au sens du produit scalaire her-
mitien).

6) Toute matrice hermitienne A est diagonalisa-
ble par une matrice unitaire : il existe une matrice
unitaire P telle que P"/AP soit diagonale.

Remarque. — Une matrice symétrique réelle est
un cas particulier de matrice hermitienne.

TESTS
Vérifier que si A est une matrice réelle
d’ordre n antisymétrique, i A est une ma-
trice hermitienne. En déduire que toutes
les valeurs propres non nulles de 4 sont
imaginaires pures.

Tl 9 Déterminer toutes les matrices unitaires

d’ordre 2.

Déterminer une base orthonormée de C°
formée de vecteurs propres de la matrice:

Réponses

. (iA)*=—i'A=iA
Les valeurs propres de i A sont toutes

réelles.

_la X\b
A=[5

avec: INl =1 et |al? + |52 = 1.

.x =0;2,=2;2=3
=( WA Iy

i V6 'V

1

vV, =( el

g e

_1__1)
V3 V3

S ﬂl— él—



