3. Déterminants

3.1. Permutations

On appelle permutation P de ’ensemble fini
A ={1,2,..,n} toute bijection de 4 sur lui-méme.
Si P(i) = o, on érit :

P=<1 2 M1 n>
R e

L’ensemble des permutations de A est noté G, et
appelé n°™ ¢ groupe symétrique.

On appelle transposition toute permutation qui
échange deux éléments de A et laisse invariants les
(n—2) autres. La transposition Ty qui échange i et j

s’écrit :
T (5 ARy ey LRy
ki (l...j...i...n)

On appelle nombre d’inversions d'une permuta-
tion le nombre / de couples (i, j) tels que i <j et
Q > o (on dit alors que o et o présentent une in-
version).

On appelle signature d’une permutation P le
nombre g, = (—1).

Propriétés des permutations. —

On démontre les propriétés suivantes :

a) toute permutation est un produit de transpo-
sitions ;

b) pour une transposition : g = —1 ;

¢) pour deux permutations : 0,pop!) = 0p Op’

En particulier, P et P! ont méme signature.

3.2. Formes »n - linéaires alternées
3.2.1. DEFINITION

E désignant un espace vectoriel de dimension n
sur K, on appelle forme n - linéaire alternée sur E
une application (V,, Vz,..., Vn) =1V, V2,..., v,)
de E" dans K telle que :

a) f est une fonction linéaire de chaque vecteur :
L (Vs Vit V:.,..., v,)

=f (Vs Yooy Vi) £ L (Vs V;,..., V:)

Vo AV, V) =N (Vi Vi V)

b) La transposition de 2 vecteurs change
f(V,;,..., V,) en son oppos¢ :

KV iy Vi"" V) ==Y vh V,.,.., Vi Vo)
3.2.2. PROPRIETES
X ()
a)f(V,,...,jE)I )\, V5061V

Y :
o VT SRR
FE 7 )] i

n

cette relation résulte de la linéarité.

b)SiV, = V; avec i #j, alors f(V,,.., V,) =0
car lorsqu’on transpose V; et Vi, LV V,) se
change en son opposé.

¢) S8i V;,..., V, sont liés, alors f(V,,.., V,) =0
car 'un des vecteurs s’écrit V;, = i A\ Veton

] 1

applique les propriétés a) et b).

d) Toutes les formes n-linéaires alternées sur £
sont proportionnelles :

si (e;,..., €,) est une base de E et

n
si Y, =i§1 a; e (j=1,...,n),alors :

1(Viiim Vi)

= [PEEGn Op Apry) g aP(n)‘"] f(el,..., e,)

En effet :
FOVpea V) =f( Z a ;e

I M=

Les seuls termes non nuls correspondent aux indi-
ces iy,.., i, deux a deux distincts donc formant
une permutation P de {l, AR n} il

LOV00EY)
2 api1)1 - %(n)n f(e,,”},...,ep(n})

PeG,

Or P est le produit de r transpositions et Op =(-1).



s €p ) )en fai-

Onpassede(el, ,e)a(e“({ o 98¢ b
’elle changeant le

sant r transpositions, chacune
signe de [ :

f(eP{I}""’ eP{n)) = (—l), f(el geeey en) ;
=0p f(e;ss€,)
ce qui démontre la formule.

e) 11 existe une forme n-linéaire alternée unique
D sur E telle que D(e,,..., e,)=1. 4

Si D existe, d’aprés d), on a :

D(V,,..,

V)= Z 0pap;;-.-ap
: fn),n
L e ) f

ce qui prouve I'unicité. On vérifie que la formule
précédente définit une forme n-linéaire alternée.

3.3. Définition des déterminants
E étant rapporté a une base (e;,..., €,), on ap-

pelle déterminant des n vecteurs V..., V, par rap-
port a la base (e;,..., e,) le scalaire :
D(V,,.., V,) =P62)Gn Op Apgy)p - Bppu)

ou I’on a posé :

n
Vl. = i=21 a; e .(] =1,.,n)

On appelle déterminant de la matrice A = [a,.,.]
carrée d’ordre n le déterminant des n vecteurs co-
lonnes de A par rapport a la base canonique de K" :

det(A)= X 0, a serd
réa, P (1)1 P(n),n

On utilisera aussi les notations :

D(V,,..V ) ou

1 Yy

n est appelé ’ordre du déterminant.

Remarque. — Le déterminant n’est défini que
pour n vecteurs d’un espace vectoriel de dimension
n. On ne peut donc envisager le déterminant d’une
matrice que pour une matrice carrée.

Calcul des déterminants d’ordre 2. —

Il y a deux permutations dans G,

P=<i 3) avec 0p =+ 1

P'=(; f) avec  0p =—1

On a donc :

411 419

=a a == 0 a
11:%22:5° %2187
1 %2

On retrouve cette formule en utilisant le schéma
ci-dessous :

4 9,
Pl
/
‘/“21 a2

- +

Le produit affecté du signe + correspond aux élé-
ments de la diagonale principale et le produit af-
fecté du signe — aux éléments de I’autre diagonale.
Calcul des déterminants d’ordre 3. —
Il y a 6 permutations de {l, 2] 3} :
123-:231. 1312 "dvec op=+1
321 132 213 avec ap =1
ce qui donne :
B Rt A R
@a1-58390: %3
43138320855
app Gz 33 % a3, 35 ;3% a3, a;, ay;
431 428 355477 83054y s g

42118151933
Régle de Sarrus. — Pour retrouver la formule ci-

dessus, on recopie sous le déterminant les deux pre-
miéres lignes. Le schéma permet d’obtenir :

a) les trois produits affectés du signe + en con-
sidérant les paralléles 4 la diagonale principale ;

b) les trois produits affectés du signe — en con-
sidérant les paralléles a ’autre diagonale :

B RSN ]
7

3
7 B %,
L7 v \ \
EAL ) 1’3\“13\+
7 7
’ ’
Tiins981 i 82230 2 eath
57 \
L +

Remarque importante. — La régle précédente ne
s’étend pas aux déterminants d’ordre supérieur a 3.



Exercice - Exemple

@ Calculer le déterminant :

cha 1 sha
D= 1 cha \/5
2 —sha 1
On développe par la régle de Sarrus :
D = ch?a — sh?a + 2 —V2 cha sha + V2 cha sha — 1
=ch%a —sh%a+1 =2

TESTS

Calculer les déterminants suivants :

a+ib c+id
c—id a-—ib

(= R/
3 4 8

2 xyz

eoee . B EH 6
~ = & w ~ —_
(=]
=
@ L J
3

Q

Y]

+

S

()

|

o

()

[SH

N

3.4. Propriétés des déterminants

a) On ne change pas la valeur d’'un déterminant
en échangeant lignes et colonnes :

| det ('4) = det (4) |

T - t o5 ! IS
Soit : A = [a‘.,.] et 'A —[a,.l.] avec a; =a
t e ' ]
det (‘A) _P?G Op @pr1)1 -+ Apin)n
n
=152 2.0p ap1) - %pm)

P€Gn

En modifiant ’ordre des facteurs pour que le se-
cond indice varie en croissant, on a (puisque P et
P! ont méme signature) :

t4) = 4a ]
det (‘4) Pz_icnopl p-1(p) g 8p-dp)

Quand P décrit G,,, P! décrit aussi G, et le second
membre a donc pour valeur det(A4).

_ Par suite, toute propriété qui sera démontrée
pour les colonnes d’un déterminant sera aussi vala-
ble pour les lignes.

b) Un déterminant est une fonction linéaire des
éléments d’une rangée (ligne ou colonne) car D est
une fonction linéaire de chaque vecteur colonne
(§ 3.2.2.). Propriété analogue pour les lignes d’a-
prés a).

En particulier, si on multiplie une colonne (resp.
ligne) par A, le déterminant est multiplié par A.
Dong, si on multiplie une matrice d’ordre n par A,
son déterminant est multiplié par A" :

det (NA) =N det(A)

¢) Si on échange deux colonnes (resp. lignes)
d’un déterminant, le déterminant change de signe,
d’aprésla définition des formes n-linéaires alternées.

d) Si les vecteurs colonnes (resp. lignes) sont liés,
le déterminant est nul (§ 3.2.2.).

En particulier : un déterminant ayant une colon-
ne (resp. ligne) nulle ou deux colonnes (resp. lignes)
proportionnelles est nul.

¢) On ne modifie pas la valeur d’'un déterminant
en ajoutant a une colonne (resp. ligne) une combi-
naison linéaire des autres colonnes (resp. lignes).
En effet :

D(V,,..,V,+ ; ii >\,.. Vi""’ Y2
=D(V;5000 Vppees V) +i ii )\,. D(V, ...y V,.,..., v,)
=D(Vgiees Vipeens V)
car tous les autres déterminants sont nuls (deux co-

lonnes identiques).

Exercices - Exemples

Montrer sans le calculer que le détermi-
nant suivant est nul :

3a+2
3b+4

a 1
D=|b 2
csen3iatid e 46



La 3¢™¢€ colonne s’obtient en ajoutant 3 fois la
1¢7¢ colonne et 2 fois la 2°™¢€ colonne. Les colon-
nes du déterminant sont liées et le déterminant est
donc nul,
Montrer sans le calculer que le détermi-

nant suivant est nul :

sin@ 0 -—sinf —sin26
0 sind sin20  sin360

sinf sin20  sin30  sin40
a fij 0% )

Retranchons la 1°7¢ ligne de la 3¢™¢ .

sind 0 —sinf —sin26
=el0 sind sin20 sin36
0 2sinf cosf 2sin26 cosf® 2sin30 cosf
o B 0% )

La 3°™¢€ ligne est égale a la 2¢™€ multipliée par
2cos0. Le déterminant ayant deux lignes propor-
tionnelles est donc nul.

TESTS

Montrer sans les calculer que les déterminants sui-
vants sont nuls :

delia+l. o ot
p=|b b+2 B p+4

G e 15y n N2

diid+3: §..646

1 cosf  cos20
D = | cost cos20 cos30

cos20 cos36 cos40
cos30 cosd40 cos50

O ™R

D = det(A) avec A matrice antisymétri-
que (‘A = —A) d’ordre impair 2p + 1.

H E
o

Montrer (sans le calculer) que le déter-
minant suivant est un polyndéme divisible
par (x + 3) :

D:

—_— %
—— ¢
—_
Mo - —

Montrer (sans le calculer) que le déter-
minant suivant est un polynéme divisible
par (x — 1) :

I
o

1 x x2 x*

iy e g
2 354 TS

=7 22 =13

Réponses

Retrancher la lé" ¢ colonne de la 26™© et
la 3°™€ de la 4°™®, On a alors deux co-
lonnes proportionnelles.

Ajouter la 1€ colonne 4 la 3¢me,

det (‘A) = det (—A) = (—1)?P* det(A)
et det(‘4) = det(A).
Donc : det(4) = — det(A).

Ajouter a la 1°¢ ligne toutes les autres
lignes.

Ajouter a la Ie'e ligne la 2¢me ligne et
retrancher la 3¢Mm¢,

00 0 O

3.5. Calcul des déterminants

Pour les déterminants d’ordre 2 ou 3, voir § 3.3.

3.5.1. DETERMINANT TRIANGULAIRE

Propriété. — Si la matrice A est triangulaire (ou
diagonale) :

det(4) =a;; a,,...a,,

En particulier : det(/) = 1.
Supposons la matrice triangulaire supérieure :
a; =0 si 1>

Le produit g, p(1)1 -+ Pin)n est nul dés que
P (i) > i pour un indice i. Il ne reste alors que les
permutations P vérifiant (i) <i pour tout i, ce qui
impose P(i) = i, c’est-a-dire la permutation identi-
que (de signature + 1). Pour une matrice triangu-
laire inférieure, on utilise la propriété 3.4.a).

3.5.2. DEVELOPPEMENT PAR RAPPORT AUX ELEMENTS
D'UNE RANGEE (LIGNE OU COLONNE)

Chacun des produits op Ap(1),1 - Bpn),n CON-
tient un élément et un seul de la colonne j. Regrou-
pons tous les produits contenant I’élément a. Leur
somme s’écrit A;; a;;. En procédant de méme pour
chaque i, on obtient le développement du détermi-



nant par rapport aux éléments de la l'é'“e colonne :

A= det(4) = 2 LAy

Pour calculer 4, , on considére tous les produits
de la forme :

Op @15 @pra),2++ - (n),n
ui s’écrivent aussi :
q!
O 17 %92),2 "+ %Q(n).n

ou Q est la permutation de {2, 3,...,n} définie par :

Q(i) = P(i) I=2,s N
Donc :
A, = Z 0, a )

117 oég e er2).2: - Setnin
c’est-a-dire la définition du déterminant A, , de la
matrice B, ; obtenue en supprimant dans A la 1°7°¢
ligne et la 1¢*® colonne.

Soit A’ la matrice déduite de A par les transposi-
tions successives de la i°™® ligne avec les (i — 1) li-
gnes qui la précédent et de la j¢™¢ colonne avec les
(j — 1) colonnes qui la précédent. On a :

A =det(A') = (__1)1'-1+/.1 A= (1Y A

Les transpositions ont amené 1’¢lément a; i ala
place de I’élément a, ,, 'ordre des autres lignes et
colonnes de A étant conservé. Dans le développe-
ment de A', le coefficient de a;; est Iy 11 det(B”)

ou B' est la matrice déduite de A’ par suppression
de la 1ere ligne et la 18r¢ colonne. Dans le dévelop-
ment de A, le coefficient de a; est donc :

Ay = G Ay

ou A, i est le déterminant de la matrice déduite de A
en supprimant la i¢™¢ ligne et la j#Mme colonne.

Ce qui dorm/e la formule de développement par rap-
port aux éléments de la jf™e colonne :

; 2 (- 1)"”A a
Tk i=1

A,.,. est appelé mineur relatif a 'élément a;; et A,
cofacteur de .

En appliquant ce résultat a la matrice transposée
de A, on obtient la formule de développement par
rapport aux éléments de la #Me ligne :

Pour retenir le signe & affecter au mineur AU, on
peut utiliser le schéma ci-dessous :

lctes]

- 4
= + ——
=t

sessessssssssennes s

Il y a changement de signe au passage d’un élément
d’une ligne ou d’une colonne au suivant et A, ; est
affecté du signe +.

3.5.3. CALCUL PRATIQUE DES DETERMINANTS

Les formules précédentes permettent de ramener
le calcul d’'un déterminant d’ordre n au calcul de n
déterminants d’ordre (n — 1). On réduit ce nombre
en faisant apparaitre des éléments nuls dans la co-
lonne (ou ligne) par rapport a laquelle on veut dé-
velopper.

Pour cela, on ajoute a cette colonne (ou ligne)
des multiples convenables des autres colonnes (ou
lignes). On modifie en général simultanément plu-
sieurs colonnes (ou lignes) mais on n’a pas le droit
de les modifier toutes en méme temps : on doit
toujours conserver au moins une colonne (ou li-
gne) inchangée.

Exercices - Exemples

Calculer le déterminant :

15 2r
A R )
~1 460005
~2 =6 1

On fait apparaitre trois zéros dans la premiére
ligne : on retranche 2 fois la colonne 1 de la colon-
ne 2, la colonne 1 de la colonne 3 et on ajoute la
colonne 1 a la colonne 4 (on conserve la 1°™¢ co-
lonne sans modification) :

L0 WORE0
211203 e
D=
L ot w2 i
2. A ]



Développons par rapport a la 1°7€ ligne :

Piiugiing
D=i|mok gy
Cp RNy
Ajoutons la 1°7¢ ligne a la 2°™€ et a la 3¢me :
2iia g ¥
D=0 10 8|=2110 ’=2(30—48)=—36
016 53 6 3

Remarque. — 11 existe en général plusieurs types
de combinaisons linéaires permettant de calculer
simplement un déterminant. Par exemple, dans D,
on peut faire apparaitre des zéros dans la premiére
colonne, ou bien dans la derniére colonne...

Mettre sous forme d’un produit de fac-
teurs le déterminant :

b+c c+a a+bd
D=| bc ca ab
aZ b2 (,‘2

En développant ce déterminant par la régle de
Sarrus, on obtient un polynome de degré 5 par rap-
port a l'ensemble des variables a, b, c et il est diffi-
cile de le mettre sous forme d'un produit de fac-
teurs. Avant de développer, faisons apparaitre des
facteurs communs en effectuant des combinaisons
de lignes (ou colonnes). Retranchons la 187¢ colon-
ne de la 26™€ et de la 32™€

b+c a—b a—c
D= | bc cla—b) bla—c)
a? b—a? ?—-d?

On peut mettre en facteur (a—b) dans la 2¢™¢ co-
lonne et (a—c) dans la 38™¢€ :
b+c 1 1
D =(a—b)a—c)| bc c b
a’ za-b —a-c

Retranchons la 2¢™¢ colonne de la 32™¢ :

b+c 1 0
D =(a—b)a—c)| bc c b—c
@ —a-b b—c
1
c

b+c 0
D =(a—b)la—c)b—c)| bc 1
pr A ) N

Retranchons la 3°™€ ligne de la 2°™¢ et dévelop-
pons :

b+c 1 0
D =(a—b)(a—c)(b—c) |bc—a®? a+b+c 0
a? —a-b 1

D =(a-b)(a—c) (b—c) [(b+c) (a+b+c)~(be-a?)]
soit : D =(a—b)a—c)b—c)a®+b?+c? +bc+ca+ab)

Calculer le déterminant d’ordre » :

al a1 aI al al
al a2 (12 e a2 02
D=|% @4, @a3...4; @3
Gy GGy G Ay

Retranchons la colonne (n—1) de la colonne n,
puis la colonne (n—2) de la colonne (n—1),..., la co-
lonne 1 de la colonne 2 :

a, 0 O3t 0 0
a, a,-a, O s 0 0
D=8y @4y 85-ay .0 0

a, a,—a; a;—a,...a, ;—a, , 0
a, a,—a, az;—a,...

c’est un déterminant triangulaire qui a pour valeur :

D=a, (ay-a;)(a3—a,)...(a,-a, )

Calculer, par récurrence sur n, le détermi-
nant suivant (déterminant de Van der

Monde) :
n
1 Xy X, xan
XXy ]
D, =edladioiat ity
......... feeant
| D £I0ED SRR x,

On fait apparaitre n zéros dans la derniére ligne :
de chaque colonne on retranche la colonne précé-
dente multipliée par x, en commengant par la der-
niére et en s'arrétant a la deuxiéme. On obtient
ainsi le déterminant :

n-1
1 xp—x, Xo(xg—x,) xon_l(xo—xn)
1 x;-x, x,(x;—x,) X" x,—x,)
............................ o
1ox, =X, X, I(Xnél —xn)' SIS (xn-l_xn)
1

On développe par rapport a la derniére ligne puis
on met en facteur (x,—x, ), (x;—x, ). .. :



D, = (—1)"*2 (xg=x, Nx; =X, ). .. (X, =%, ) A

n-1
1 xo...xan_l
veos R Lo x vl X
............ iy
1 it s Xty
On a donc :

_xn-I)Dn-l

D, =(x,—xox,—x;)...(x,

IR T SRR SO LU & L ) 3 e
D, =(x,—x,) (x,—x,) D,

1 x,

D1=1

=(x;—x,)

~7
Ce qui donne :

p = [l

= (xi—xl.)
n=i>ji=0

On peut aussi calculer directement D, . En déve-
loppant, on obtient un polynéme homogéne de de-
n(n+ 1)

2

gré par rapport a l’ensemble des variables

XX RN
Ce polynéme s'annule lorsque x; = X; avec i#j 1l
est divisible par (x; — xi) et donc par :
[ (x; — x;)
n=Zi>ji=20

qui est un polynéme de degré ﬂ%-) .On a

donc :
D= [

(x,.—xi)
n=2i>ji=0

ou \ est une constante. On obtient \ = 1 en remar-
quant que, dans chaque membre de cette égalité, le

terme x," x," 1 ... x, ale méme coefficient.

TESTS

Mettre sous forme d’un produit de facteurs les
déterminants suivants :

—a b+c b+c
a+c —-b a+c
a+b a+b —C
TlI 1 cosa sina
1 cosb sind
1 cosc sinc

18

a? ab ab b?
ab a® b? ab
ab ¥ a® ab

| 8 8 %
SO % K
X Q0o

X
-x 0 x. XY
—-X —X —X. [1)855053
X =X —=X...=X%X 0

1 150 1 1

b, a, a, a; a,

b, b, a, a, a,

b, b, by...a,, a, ,

b, b, b; by .,

Déterminant d’ordre n dont les éléments
diagonaux sont égaux a x et les autres
éléments égaux a y.

a, a; @,...a,, a

B R )

g IO R T
Dn-_ ---------------------
00110 v (| SN

(Etablir une relation de récurrence liant
D,etD, ).

c; Gl o
Dﬁ = Cm-l Cn+1 Cfnl

et Al el (64

n+p n+p n+p

(Etablir une relation de récurrence entre
D,P et Dfl’” en utilisant la relation de ré-
currence des coefficients du binome).

On considére le déterminant :

1bd s e
p=|1 1I+e 1
1 1 1+a



et on note A,l le déterminant obtenu en
prenanta, = 0.

1) Calculer [AS
2) En déduire D,

T, Soit D, le déterminant d’ordre n défini
par :

=0, a,

les autres a; étant nuls.

ii+ 1 =a+l a”1=oz—1,

1) Déterminer une relation de récurrence
définissant D, en fonction de D, , et
Do

2) On pose B, =D, . Calculer B,
en utilisant la relatlon trouvée au 1).

3) En déduire Dy

Réponses
m D =(a+ b+ c)?. Retrancher la 1°*¢ co-

lonne des autres puis ajouter la 2¢me ot
la 3¥me Jigne a 1a 1%7°.

@ D= 4sma b gin b—C sin €—a Re.
2 2

trancher la l"'r ¢ ligne des autres et trans-
former les différences en produits de si-
nus et cosinus.

D = (a? — b?)*. Retrancher la 1¥'¢ co-
lonne de la 42™M¢ et ]a 28Me e |g 3¢me

puis ajouter la 4éme ligne a la 17 ¢t Ja
3eme a la 2 eme

=(x+a+b+c)(x —a)(x —b)(x —c)

Ajouter a la 187¢ colonne toutes les au-
tres. Puis faire apparaitre des O sur la 1°™
ligne en ajoutant a chaque colonne un
multiple de la 1°'® colonne.

m D = x". Ajouter la 1%7¢ ligne a chacune
des autres lignes.

Di={a;<b;)(a;=b,), .. (8, ,~b,.,).

Retrancher de chaque colonne la précé-
dente, de la n®™® 4 la 2¢Me,

=[x+ (n—1)y] (x — y)""!. Ajouter
toutes les lignes  la 18¢, puis retrancher

la 187¢ colonne de toutes les autres.
@ D, =x D, , + a, (en développant par

rapport ala dermére colonne).

n-1

] n n-1
Dy =ayxt +" a; x SoH S Ay

Retrancher de chaque ligne la ligne pré-
cédente de la (p+ 1)““e ala2°me a3
=Ccl! + C,/., donne :
— pp-1 2
Dy =D, D=1,

j
relation Cm

Lo = ay as il . Retrancher la
dermere ligne des autres llgnes
2)D, =A, +a, D

n-1

0 B L SIS ST

D =a;a,..
a, a

n
n

DD, =D, —(?~1)D, . Déve-

lopper par rapport 4 la 187¢ llgne

2)B,=(?-1)B,,,B, =@ -1y

3) D, =D, + (a2—1)2+ (@ -1y
@ -1

1
D, ='—‘(2°‘2_+2')"+ i axtV 2

D, =(n+l) si a=xV2

3.6. Calcul de 'inverse d’une matrice
3.6.1. MATRICE REGULIERE

Une matrice A4 carrée d’ordre n est réguliére si et
seulement si ses vecteurs colonnes sont linéaire-
ment indépendants (§ 2.5.4.).

Propriétés. — a) Pour que n vecteurs Vi Vo

-de K" soient linéairement indépendants, il faut et

il suffit que D(V,,. » V,)#0.

b) Pour qu’une matrice A € M, soit réguliére, il
faut et il suffit que son détermmant soit non nul.

Siv, » V, sont liés, alors D (V V )=0
(§ 3. 4) Donc si D (V V ) # 0 les vecteurs
sont linéairement mdependants

Réciproquement, si V,.., 'V, sont linéairement
indépendants, ils forment une base et on a :
(§ 3.2.2)

D (e,,...,

Donc :

e,) =1=AD(V,,., V,)

D(V, V,)#0

3.6.2. CALCUL DE L’INVERSE D'UNE MATRICE

En développant det(A) par rapport & la #™m¢ |-



gne,ona:
n
det(A) =/§1 Ay ay

Si on remplace la i#Me ligne du déterminant par la
k™€ (avec k # i) on obtient un déterminant nul
(deux lignes identiques) :
0= 3
l =
Si A est inversible, det(A4) # 0 et les égalités précé-
dentes peuvent s’écrire :

C Ay ay kD

)
Si B [b,.]. est la matrice de M, définie par :
T det(A)
n
on a: El ag; by =06,

j
c’est-a-dire : AB = 1.

B est donc la matrice inverse de A4 :

dr :detl(A) '[A"/]

Pour obtenir A"/, on divise par le déterminant de A
la transposée de la matrice des cofacteurs.

On peut aussi commencer par transposer A puis di-
viser la matrice des cofacteurs de ‘A par le détermi-
nant.

Remarque 1. — Dans certains cas particuliers
(matrices triangulaires, matrices comportant de
nombreux éléments nuls), la méthode vue au
§ 2.5.4. conduit plus rapidement au résultat.

Remarque 2. — On peut aussi utiliser pour calcu-
ler ’inverse d’une matrice les opérations par blocs
(§2.7)).

Exercices - Exemples
m Calculer I’inverse de la matrice :

1 -2 2
A=13 -1 5
1" 24763

Le déterminant A de A vaut : A= 9. La matrice
des cofacteurs est :
—13 -4 7
B=| 10 1 -4
£ | St

On a donc :
=1310+=8
Al =iA 'B=—£ % B g
7 —4 5

Dans R3 rapporté a la base canonique
(e;, e,, 3), déterminer la matrice de la
rotation d’angle 6 autour du vecteur

(1,1, 1).
Soit (e}, €, e}) une base orthonormée avec
1 1 1

o e SRSy TN LY !
e; V3 V3 \/}). Prenons e dans le plan de
e, e, et orthogonal a e, soit :

R e ke
el = \/5 ,\/3 » 0)
DT (R, IR T T )
ef:e, =e;, € —(\/6—'\/6_'\/5)
La rotation est représentée par une matrice A par
rapport a la base (e, e,, e;) et par une matrice A
par rapport a la base (€}, ¢, €}). Soit P la matrice
de passage de la base (e;) a la base (e}). On a :

A =Pl AP ou A=PA' P!
Or:
cosf —sin® 0
A'=|sin0  cos® 0
0 0 1

avec :
=] + 2 cosl
b=1 — cosf — \/3—sir10
c=1-— cosf + ﬁsin@

TESTS

Calculer I’inverse des matrices suivantes ¢

1--1
23
159 ]

21

e



2
T22 1 qialg

b ¥

c ¢?
T,, Les vecteurs suivants sont-ils linéaire-

ment indépendants dans R? :
V, =(1,2,0,-2)
V, =2 -1,1,2)
V,=(0,53,1)
v4 = (_]) —2) 4’ 3)

T,, Dans R3 rapporté a la base canonique,
on considére ’endomorphisme f de ma-

trice :
0 4 -5
A= 1245085 00 9
1 0 =2

Quelle est la matrice de f par rapport a
la base formée par les vecteurs :

V, =(=3,2,-1)
V,=(2,0,2)
Viie (2150 1)

3% Soit f I'application de R? dans R3 quia
pour matrice (par rapport aux bases ca-

noniques) :
-7 5
A=| 0 1
2 -1

Quelle est la matrice de f par rapport aux
bases suivantes :

dans R? :e, =(1,2) e, =(2,3)

dans R3 f, =(1,2,1);f, =(2,0,-1)

£ (201, &)
Réponses
G
i Al 003
) L S
det(4) = (b—a) (c—a) (c—b) (Van der
Monde)

1 be(e—b) cala—c) ab(b—a)
W bZ__CZ c2_a2 aZ_bZ
c-b a—c b—a

Les vecteurs sont linéairement indépen-
dants car :

D(V,;,V,, V5 V,)=120#0

Peh|92iki040H

PR b
R Riely)
pl=1l 3 4
ld i gl
i g
A=PlaP=]0 1 -]
g0

1459 g

Q.= Mol 4

s g

3.7. Produit de deux déterminants
3.7.1. DETERMINANT DU PRODUIT DE DEUX MATRICES

Propriété. — Si A et B sont deux matrices de
M, (K):

det(AB) = det(A) det(B)

Soient Vl,..., V" les vecteurs colonnes de B. Si
f4 EL(K", K") est application linéaire associée a
A, les vecteurs colonnes de AB sont Iy V).,
fA (Vn)et ona:

det(AB) =D v, Dowes £4(V,)))
D’aprés les propriétés de D, I’application :
$:(Vysn V) »D(fA(VI),...,fA v,))
est une forme n-linéaire alternée sur E et on a :
¢V, V,)=D(V;,..., V.)¢ (€50 e,)
soit :
det(AB) = det(B) det(Al) = det (B) det(4)

Cas particuliers. — a) Si A est inversible :
2 1
det (A1) =21
albslivtir sy



car : det(AA1) = det(l) = 1.

b) Deux matrices semblables ont méme détermi-
nant :

det(P! AP) = det(P!) det(A4) det(P) = det(A4)

Définition. — On appelle déterminant d’un endo-
morphisme f le déterminant de la matrice de f par
rapport & une base quelconque. La propriété b)
montre que le résultat est indépendant de la base
choisie.

#3.7.2. PRODUIT DE DEUX DETERMINANTS

La formule det(A4) det(B) = det(AB) peut aussi
s’écrire :

avec : ¢y = kél ay bk/

On dit que I’on a fait le produit des deux déter-
minants lignes par colonnes : on obtient I’élément
¢t a partir de la i#Me ligne du premier déterminant
et de laj™¢ colonne du deuxiéme.

Deux matrices transposées ayant méme détermi-
nant, on peut remplacer A ou B par sa transposée
ce qui revient dans le déterminant correspondant a
échanger lignes et colonnes.

On peut donc effectuer le prodult de deux dé-
terminants de 4 maniéres différentes :

a) lignes par colonnes ;

b) colonnes par colonnes : I’élément c,; s’obtient
a partir de la i#™e colonne du premier d terminant
et de laj*™¢ colonne du deuxiéme ;

¢) lignes par lignes ;

d) colonnes par lignes.

Remarque. — En faisant le produit de deux dé-
terminants des diverses maniéres possibles, on ob-
tient des déterminants qui ont la méme valeur mais
n’ont pas en général les mémes éléments.

Exercice - Exemple

On considére le déterminant :
x

L&l
D(x)=|a x b
JUSI S

1) Calculer D?(x) en faisant le produit li-
gnes par lignes.
2) En déduire la valeur du déterminant :
x2+2 4x+ 2 2x+2
A=|4x+2 x?+13 4x+3
2x+2 4x+ 3 x?+5

1) Le produit lignes par lignes donne :

x°+2  (a+1)x+b 2x+2
D?(x) = |(a+1)x+b x2+a?+b? (b+2)x+a
2x+2  (b+2)x+a x2+5

2) En faisant a = 3 et b = 2, on obtient :

=D?(x)
soit, en développant D(x) :
A=(x? - 8x + 8)?
TESTS
T26 En utilisant le produit des déterminants :
D=|* V| & a=| % ¥
y x _yr x!
démontrer I’identité :
(xx'"+yy' )P +(xy' —yx')?
=(x? 4+ y%)(x"? + y'2)
T;~ En calculant D?, montrer que :
X, yHiady t
D= = x -t z
Szt X =y
—t -z y X
=(x’+y? +22 +¢2)2
s 11 On considére la matrice décomposée en
blocs :
A, 1A
A= | iede]
04

avec:A4,, A,, A, €M, (K)

1) Calculer det(A) lorsque A, = I (ou
A, =1

2) Si det(A4,) = 0, montrer que les vec-
teurs colonnes de A sont liés. En déduire
que det(4) =0

3) Si det(A,) # 0, montrer qu’il existe
des matrices B;, C,, C, de M, (K) telles



que : : O / IC
T ki Ik

| |
01 171|0 : Cy
En déduire que det(4) = det(4,) det(A4,).

Réponses

D=(x?+ y?) A=(x"?+ y'?)
En faisant le produit lignes par colonnes:

! !
& xy' —yx
D0 yy' +xx'

xx'+yy
yx' —xy'

=(xx'"+yy P +(xy —yx')?

On effectue le produit lignes par lignes

@)

(ou colonnes par colonnes) :
D? =(x? + y2 + 22 4 12)4
D =(x?+y2 +22 442)2

car le développement de D contient le
4

terme x”.
1)SiA; =1,det(4) = det(A4)

SiA, =1, det(4) = det(d,)
2) Les n vecteurs colonnes de A ; sont

liés, donc aussi les n premiers vecteurs co-
lonnes de A : det(4) = 0.

3) B =4,,C, =4 4, C, =4
det (4) = det(B,;) det(C,)
=det(A4,) det(4,)

4



