2. Matrices

Rappelons que K désigne le corps R des réels ou
le corps C des complexes.

2.1. Définitions générales
2.1.1. MATRICE

On appelle (n, p) matrice (a éléments dans K) ou
matrice a n lignes et p colonnes un tableau rectan-
gulaire de np éléments de K rangés en n lignes et p
colonnes.

En notant a;le j#™me élément de la i¢™M© ligne (le
premier indice mdlque la ligne et le second la colon-
ne), la matrice s’écrit :

dp7 50

fj Bp
ALF 4 a12 ¥ aii alp
an M an 27 anj np

On utilise aussi la notation condensée :

A= [a,.i]
On dit que I’on a une matrice réelle lorsque
K = R et une matrice complexe lorsque K = C.
L’ensemble des (n, p) matrices & éléments dans
K est noté Mn p(K) ou lorsqu’il n’y a pas ambiguité

M,,.

Si p = 1, on dit que A est une matrice colonne.
On utilise alors un seul indice et on écrit :

Notation. — Dans toute la suite, étant donné un
vecteur V de K", on notera V' 1a matrice colonne de
Mn'l (K) dont les éléments sont les composantes du
vecteur V.

Sin = 1,o0n dit que A est une matrice ligne et on

écrit :
A=[3, 32...3p]

Si n = p, on dit que A est une matrice carrée

d’ordre n. L’ensemble Mn ”(K) des matrices carrées

d’ordre n est simplement noté M,, (K).

On appelle i™® vecteur ligne de A le vecteur de
1{” dont les composantes sont les éléments de la
i°M¢ ligne de A et j°*™* vecteur colonne de A4 le
vecteur de K" dont les composantes sont les é1é-
ments de la j°™¢ colonne.

Deux matrices A et B de M, (K) sont dites éga-
les si elles ont mémes élements c est a-dire si :

a;=by; Vi,j 1<i<n, 1<j<p)

2.1.2. APPLICATION LINEAIRE ASSOCIEE A UNE MATRICE

Soit A = ] une matrice de M, (K), Eet F
deux espaces vectonels sur K de dnmemlons res-
pectives p et n (par exemple KP et K") rapportés
a deux bases (el,..., ep) et (5 f").

On appelle application linéaire associée a la ma-
trice A 'application linéaire (§ 1.6.) [y ix>yde
E dans F définie par :

f(lx

1—1

fx et

;—1

i=1,.,p
avec :

n
Y gt

On dit aussi que A est 1a matrice de I'application
/4 (par rapport aux bases considérées dans E et F).

L’application 4 = f, est (lorsqu’on a fixé des
bases dans £ et F) une bijection de an sur L(E, F).

En effet, tout f € £ (E, F) a un antécédent. D’au-
tre part,sif, =fg,ona:

Fa(e) =/p(e)

et les matrices A et B sont égales (mémes vecteurs
colonnes).

Dans les formules définissant fA , prenons tous
les X; nuls sauf x, égal & 1. On a alors x = e, eton
obtient pour y = fA (e, ) le vecteur de composantes
dy i1 Gp ity dort Donc, les éléments de la kéme co-
lonne de A sont les composantes du vecteur f; (e, ),
image par f; du kéMe vecteur de la base de £. Ce qui
permet de déterminer colonne par colonne la ma-
trice d’une application linéaire.

On appelle matrice nulle de M, |
matrice de ’application nulle :

1<j<p

et on note O la

(s xp) -(0,...,, 0)



On a donc :
a,.,=0 Vij 1<i<n, 1<j<p)

On appelle matrice unité d’ordre p et on note |
(ou I quand il n’y a pas d’ambiguité) la matrice de
I’application identique de £ dans lui-méme :

Gy ey Xp) = (X 5000y Xp)
On a donc :

Exercices - Exemples
R3 étant rapporté a un triedre orthonor-
mé Oxyz de vecteurs unitaires i, j, k, dé-
terminer la matrice de la symétrie par
rapport au plan y = Z.

On a une application de R? dans R?, représentée
par une matrice carrée d’ordre 3
i est invariant (contenu dans le plan), j devient k
et k devient j. Les vecteurs colonnes de A sont donc
ik, jet:
1 00
A= 10 0 1
01 0

R3 étant rapporté a un triedre Oxyz de
vecteurs unitaires i, j, k, déterminer la ma-
trice de la projection sur le plan xQy pa-
rallélement au vecteur V de composantes
(1,1,1).

On a une application de R3 dans R3, représentée
par une matrice carrée d’ordre 3

i et j sont invariants (contenus dans le plan x0y)
et k a pour image le vecteur de composantes
(—1, —1, 0) ce qui donne :

[ ]

1 0 -1
A=|0 1 -1
0 0 0

On peut aussi chercher globalement A en déter-
minant les relations liant les composantes (x, y,2)
d’un vecteur OM aux composantes (X, Y, Z) de sa
projection OM'. On a Z = 0 et MM’ est paralléle au
vecteur V :

X—x _ Y-y _ 2z 720

1 1 JIEE
soit : X =x—2 ; Y=y—z ; Z=0.

P, désignant ’espace des polyndmes a
coefficients dans K, de degré au plus égal
a n, rapporté a la base (e), €, e,)
avec €; : X — x!, déterminer la matrice de
I’application linéaire P > Q de P, dans
P, définie par :

O(x) =x? P'(x) — P(x)
Transformons les vecteurs de la base de P, :

] »—14+ 0x+0x2+ 0x°
x > 0— x+ xX*+ 0x
e T e Gl R

La matrice de l'application est donc :

-1 0 0
0 =1 0

4 o 1 -1
QL") 2

TESTS

Déterminer les matrices des applications linéaires
suivantes :

Dans R3, rapporté a un repére orthonor-
mé, la rotation d’angle 6 autour de 0z.

Dans R2, rapporté a un repére orthonor-
mé, la symétrie par rapport a la droite A
d’angle polaire 0.

3 L’application P ~> Q de P, dans P, défi-

nie par : x
O(x) = Plx) — j P(t) dt
0

~

par rapport aux bases (1, x, x?) et
a, x, x2, x3).

Réponses

@ [cose “sing- O

sin@ cos@ O
0 0 1

@ cos 20 sin 20
sin 20 —cos 20
@ [
-1 1 0

1

0 -1/2
0 0 -1/3

2.1.3. RANG D'UNE MATRICE

On appelle rang d’'une matrice A le rang de ’ap-
plication linéaire f ) associée a cette matrice.



Propriété. — Le rang d’une matrice A est le rang
du systéme des vecteurs colonnes de A (ou le nom-
bre maximum de vecteurs colonnes linéairement in-
dépendants).

En effet, le rang de f, est (§ 1.6.) le rang du sys-
téme des vecteurs f, (e; ) 2] (ep) donc aussi le
rang du systéme des vecteurs colonnes de A qui ont
mémes composantes.

Cette propriété montre que la notion de rang ne
dépend que de A et est indépendante des espaces
E, F (et de leurs bases) utilisés pour définir I’appli-
cation f,.

Remarque. — Le rang de A est aussi égal au rang
du systéme des vecteurs lignes de 4 (§ 4.2.).

Exercice - Exemple

Déterminer le rang de la matrice :

el
Y e S|
A8 gl ey g
07505k g

Soient Vl, Vz, V3, V4 les vecteurs colonnes de
A. La relation :

NV, AV, VAV, =0

donne :
=Xtk =.0
A AT
A= N0
2 Nyi=2A, =0
c’est-a-dire : N =N =N = A,

V,==(V, +V,+V))

Les vecteurs sont liés. Cherchons si V;, V,, V,
forment un systéme libre. Cela revient a faire le cal-
cul précédent avec N, = 0. On obtient alors :

A=A, =0=0
V,, V,, V; sont linéairement indépendants et la
matrice A est de rang 3.
TESTS
Déterminer le rang des matrices suivantes :

[cos0 —sinf O
A=

sinf cosd O

50 440 e

P L LA )
e P ARG T s

BEs R

(T; ) RanglB)=2:V,=3Y,42V,,V;=5%, 43V,

2.2. Espace vectoriel M, p(K)
2.2.1. ADDITION DES MATRICES

A et B étant deux matrices de an(K), on ap-
pelle somme de A4 et B et on note A + B la matrice
C de ’application linéaire f, + f.

On a donc :

fole) =fy (&) + fyle) 1<j<p

et le j#Mme vecteur colonne de C est la somme du

je™e vecteur colonne de A et du j°™¢ vecteur co-

lonne de B, ce qui conduit a la formule d’addition

de deux matrices (de mémes dimensions) :
s

[a,./] + .bi/ = La” + bl.j_

ou : la somme de 2 matrices s’obtient en ajoutant
les éléments de mémes indices.

Propriétés. — Elles se déduisent des propriétés de
I’addition dans K :

a) L’addition est commutative :
A+B=B+A VA BEM,,
b) L’addition est associative :
A+B+C=A+B+0) VA,B,CGan

¢) 1l existe un élément neutre : la matrice nulle
OdeM, oo

A+0=A " VAEM,,

d) Toute matrice A posséde une opposée notée
— A
A+ (—A)=0 avec —-A= (—a,./)
M"p(K) est donc pour I’addition un groupe com-
mutatif.

2.2.2. PRODUIT PAR UN SCALAIRE

SiAde€ an(K) et A € K, on appelle produit de
la matrice A par le scalaire A et on note A4 la ma-
trice C associée a ’application linéaire A f i

On a donc :

fele) = Ny (e)

ce qui donne la formule du produit par un scalaire :

Ma] = [Aa)]




ou : le produit de la matrice A par le scalaire A
gobtient en multipliant tous les éléments de A par
A

Propriétés. — Elles se déduisent des propriétés de
]a multiplication dans K.

) Distributivité par rapport a I’addition des ma-
trices :

N(A +B)=AA+ANB VAEK VA,BEan
b) Distributivité par rapport a I’addition des sca-
laires :
A+ A=NA+uA V\UEK VAEM,,
¢) Associativité :
ANuAd) =QwA VA\uEK VAEM,,

d) 1A=4 VAEM,,

2.2.3. E SPACE VECTORIEL M, , (K) A

Les propriétés précédentes montrent que M, 5 (K)
est un espace vectoriel sur K de dimension np.

Soit en effet B, g la matrice de M, dont tous
les éléments sont nuls sauf by ¢ égal a 1. Les B,.j
(1 <i<n,1<j<p)formentun systéme de géné-
rateurs car pour 4 € an ona:

Lhs 2 B
a —-i=El , 2y G T
Cest aussi un systéme libre car :
Sv B, =0
Tt ok
entraine : \;; = 0 Vi, j
Les np matrices Bii forment donc une base de M, iy

Exercice - Exemple

Vérifier que dans M, , les matrices sui-

vantes sont trois éléments linéairement

indépendants :
1 O =103 -2 0
A=14 -1| B=1]2 1 =122 "5
3 0 -2 1 3

La matrice A + B B + v Cs’écrit :

o — B—2v 3p
4o + 28+ 2y — ok BSy
—3a oy 30— 268+ 3y

La relation aA + BB + vC = O se traduit par les
6 conditions :

a— f—2y=0
3B =0
da+28+2y=0
—a+ B+5y=0
—3a + y=0
3a— 28+ 3y=0

Les trois premiéres donnent o= B =~ =0, valeurs
qui vérifient les trois derniéres conditions.

A, B, Csont donc trois éléments de M 32 linéaire-
ment indépendants.

TESTS
Calculer 34 + 2B — Cavec :

EER R
-[: ]

Les trois matrices suivantes sont-elles des
¢léments linéairement indépendants de
M,.?
23

2 sl i PR
3 [23-3]3 [0 1—]

-f ]
Réponses
[—1 6]
23700
@ Non:A +3B—2C=0

2.3. Produit de matrices
2.3.1. PRODUIT DE DEUX MATRICES

Considérons deux matrices A € M qn( K) et
B €M, (K.

Soient £, F et G trois espaces vectoriels de di-
mensions respectives p, n, q (par exemple K7, K",
K7). Ayant choisi dans chacun de ces espaces une
base, on associe & A et B les applications linéaires
fi € L(F, Gletfyg €L (E, F) définies par :

X E Rl yEF{f‘. 2€G



On appelle produit de A par B et on note AB la
matrice C associée a I’application linéaire f, o f,
de E dans G.

D’aprés la définition, le produit AB n’est défini
que si le nombre de colonnes de A est égal au nom-
bre de lignes de B.

D’autre part, le nombre de lignes de AB est égal
au nombre de lignes de A et le nombre de colonnes
de AB est égal au nombre de colonnes de B car

fi5 ELIE G):

A€M, BEM,, =ABEM,,

Cherchons 1’élément ¢ de la matrice C = A B.
En reportant la valeur de y, dansz; ona:

dik (.gl by X))

Or: z, = g Cii %

D’ou la formuie permettant de calculer le produit
de deux matrices :

Ly ?1 @y by;

ou : I'élément c;; i de AB s’obtient en multipliant é1¢-
ment par élément la i*™¢ ligne de A par la /*™¢ co-
lonne de B et en faisant 1a somme des produits ain-
si obtenus.

Remarque. — L’élément ¢; de AB est égal au
produit scalaire du i°™° vecteur ligne de 4 et du
j¢™¢ vecteur colonne de B.

Pour faciliter le calcul du produit, on peut utili-
ser la disposition suivante. On écrit les matrices A4
et B de fagon a ce que Pélément c;; de AB se trouve
a l'intersection de la ™ ligne de Aetdelajme
colonne de B comme sur la figure ci-dessous. Pour
obtenir ¢, ., on ajoute les produits des éléments re-
liés par des fléches. .

[ (I” uik v iy

Exercices - Exemples
Effectuer le produit matriciel AB avec :
Ay LSS 2 008 2 -1 =2
4= 14 70 a) g2 ldiE s
1 25

Le nombre de colonnes de A est égal au nombre
de lignes de B. Donc le produit est possible.

On utilise la disposition indiquée précédemment :

2 -1 =2
4 1 3| sl
1 2 1

1= =9 +i3 -3 3 -5
A"L 0 2] [10 0 —6] G
Par exemple, l'élément ¢, , de AB est obtenu en

faisant le produit de la 1ére ligne de A par la 2e co-
lonne de B ce qui donne :

¢; o =(1(-1)+ (-2)(1) + (3)(2) =3

7 Soient p, g, n trois entiers tels que
1 <p<qg<neta  deux nombres ré-
els. Soit B = (b;) une matrice carrée
d’ordre n. Calculer le produit AB ou A
est la matrice carrée d’ordre n définie

la — =

a; = si i#p et i#q

q Apq T

a; = 0 dans les autres cas.
Ona: c,.i=k§l ay bk/

Sii#peti+#aq,danslai®™€ ligne de A, les ter-
mes autres que a;; sont nuls :

Cyy =@y by = b,



Les lignes de AB différentes de la pime et dela
qé"’e sont donc identiques aux lignes correspon-
dantes de B.

Sii = pougq,dansla iéme Jigne de A, les termes
autres que a;, et a;, sont nuls :

b .+a b .=ob '—Bbqi

pi = %p “pi pq “4qj
b .+a ﬁbm+ab

qu. qP pj

e

qq QI

TESTS

Effectuer (si cela est possible) les pro-
duits AB et BA avec :

i3 39 2
A=[_1 2] B=[1 0 2]

Effectuer les produits matriciels suivants :

L o1
OrELI 12 =2 =3
ki)

Hesitey| 1

1 T e A
o o0y il P e
1 00 345 ¢

m|elle 1000l - 2.0 0]
G G PSS B
[Reakis 2Bl Wa(As =30

Ti5 '1—34'\'7—437
okt ol 1510
[ 2 00 |2 00

T Yoo syilaf-o. 02

14
0Vv2 0 0o V2 o0
2 0 0] [27 00
avec:j3=l.

T, Trouver les matrices A € M,(R) telles
que :

| e

T16 Trouver les matrices A € M;(R) telles

que :
Q553D Lt =)
1 7 6| =4 -5 =2
-1 8 4 - 2410

Soit A = [a ] la matrice carrée de dimen-
sion n defmle para; = (=) * 1. Calcu-

ler A2 = AA.
- Calculer le prodult matncxel
[0
07 5l
Cl Cl D30 ay ay . an
04 o s 2,80 2
Co 16y Couva O 1Byl Byt ribnty
0 1 2 n om n n
Cn Cn Cn Cn ) %) an+l
L L i
Réponses
AB = [41 2]

Le produit BA n’est pas possible car le
nombre de colonnes de B n’est pas égal
au nombre de lignes de A.

[ gty
ofakio g
470 0

— w o' f
N AW
w wn

o »n

SISESHGEGRSISNS

i3 1/9
A=\ [3 l:l , A€ER
a a—1 2a-1
A=1|b b-3 2b-4
¢ ¢c—2 21

a, b, ¢ réels arbitraires.

n

if =k§1 Ak Akj

J



=k£1 (_1)i+k+k+i =n(_l)i+i

A? =nA
(,,/.—k=0 G (a/) =( al.)
Soit :
1 1 g 1
l+a, 1+a, : l+a,,

_ 1
(I+a))? (1+a)? : (1+a,,,)

(14a,)"  (1+a,)" §(1+£z"+,)"

2.3.2. PRODUIT DE PLUSIEURS MATRICES
SiAde qu et B € an, on a défini AB qup'

Soit alors D EM ,- Le nombre de colonnes de AB
étant égal au nombre de lignes de D, on peut défi-
nir le produit (4B)D.

On peut aussi définir BD qui est un élément de
M, , et ensuite A(BD). D’aprés ’associativité de la
composition des applications, on a :

(fA °fB)°fD =fA °(fB °fD)
ce qui entraine : (AB)D = A(BD) .

Par définition la valeur commune de ces deux
matrices est appelée produit ABD. On a donc :

|(4B)D = a(BD) = ABD |

Plus généralement, on peut définir le produit
A,A, ... A, de k matrices pourvu que le nombre
de colonnes de A ; soit égal au nombre de lignes de
Ai+1 pourj=1,2,..., k—1.

En prenant toutes les matrices égales, on obtient
la puissance k*™® d’une matrice carrée A et 1’asso-
ciativité du produit montre que :

Ak Ak' =Ak+k,
!
(Ak)k : Akk

Si A est une matrice carrée d’ordre n et q un po-
lynome a coefficients dans X :

a(x) =ay X" +a, X1 +.,, + a,; x+a,

on appelle polyndme de matrice g(4) la matrice dé-
finie par :

q(A) =ay A" +a, A"+, +a  A+al

ou / est la matrice unité d’ordre n.

Exercices - Exemples

m Calculer par récurrence sur n la puissance
n®™¢ de la matrice :

250 | et
A=|0 1 2
ONE0ed]
On a successivement :
4 3 —4 8 7 —6
A2=101 4 4A’=|0o 1 6
(8 )l o] | Q502951
Supposons :
2n-l un-l Vn-l
An-l =
0 1 W,
0 0
On a alors :
brids u, v
AT =A% A=\ 0 ST
0 0 1
c’est-a-dire :
U =, 20 u, = 1I
Vy =Vug t2u,, = 2PN yi=Ee)
w,=w, , +2 W;= 22
On en déduit : w, =2n.
On a ensuite :
U, =uy,; + 0
U f =i, gk 2034

Soit, en ajoutant membre & membre ces égalités :
u, =1+ 2422+, +2nl

— 1 =2 5p
=s—< =2"_]
1-2

En reportant, on obtient :
Vg SVp =2, v, ==2
c’est-a-dire : v, =— 2n
et :
2k 28— [ =ap
A" =1 0 1 2n
0 0 1

m Soit uy, u,,..., U,,... une suite de nom-
bres réels définis pour n > 2 par



u, =u, , —u, ,avecu,etu, donnés,

Calculer u, en fonction de n.

On peut écrire :

un-I e un-]

c’est-a-dire sous forme matricielle :

e { -
u, 1 -I||u,, ; U,
Uny |50 | 40 Up.2] )
On a alors :
[ ] u. ] [u
un 4 n-1 A2 n-2
Uy Up.2 Un.3
T Tl R
llo.J
avec :

[s] 021
A 2=
el i)

ce qui donne (pour k entier) :
A3k =(-—1)k I, A3k+l =(_1)k A,
ehterc (2] )5 42

soit
E K
Uy =(-1) u,
L k
Uy =(=1)" u,
Ugpey =(~1)F (u; —u,)
TESTS

Calculer la puissance n°™® des matrices suivan-
tes :

:
0 0 O
_101
-

2
()

T21 cosf —2sind
sin 8 cosl
L

IS (1520 40

1520
17 ]

T,, Calculer en fonction de n le terme u, de
la suite u), u,,.., u,,.. définie pour
n=2paru, =-2u, b —4u, ,avec u,
et u, donnés.

T,, Calculer le polyndome de matrice
q(A) =A% + A% — 24 — 4 avec :

001550
A=13 0 1
1 0 O
Réponses
2L lo 0 0
1" 0.1
0 1
@ [cosn®  —2 sin nd
sin nf
2 cos né
@D [ 0
n 1 O
n(n+1) 1
52
() ) el @ e
s oz by avec A7 = 8/
T 3k

4! _ 53k
Uz =270 up Uz, =2°% u,

— 73 k+l
Uskey = 2777 (=) = 2u)

2.3.3. PROPRIETES DU PRODUIT

Elles résultent des propriétés des applications li-
néaires. Nous ne préciserons pas dans chaque énon-
cé les dimensions des matrices (nous les suppose-
rons telles que toutes les opérations écrites soient
possibles) :

a) Associativité : (AB)C = A(BC).

b) Distributivité par rapport a I’addition :

A(B+ B') = AB + AB'
(A+ A'")B=AB + A'B

c)(N)B = A(\B) = N(AB) VAEK
On écrira simplement AAB.



d) Si A Gqu,ona :Iq A=AetAl, =Aon
]q, I, sont les matrices unité d’ordre respectif q et
n.

Remarque 1. — Le produit de deux matrices n’est
pas commutatif :

ispiAlE Mq" et B € M" , on ne peut définir BA
que si p = q. On a alors AB eMpp etBAEM, ;

—si p = q ¥ n, les matrices AB et BA ne sont pas
du méme ordre et ne sont pas égales ;

—si p = q = n (A et B matrices carrées d’ordre n),

on a en général AB # BA comme le montre I'e-
xemple suivant :

[0S =6 ]
Bt =ll

Si AB = BA, on dit que les deux matrices A et B
commutent.

Remarque 2. — Le produit de deux matrices peut
étre nul sans qu’aucune des matrices ne soit nulle.
Par excmple :

L2 1k oy

2.3.4. REPRESENTATION MATRICIELLE D'UNE APPLICA-
TION LINEAIRE

Soit AEM, - Considérons les deux matrices co-
lonnes :
] Yy
X=|": et Y=
X Y
L’application linéaire f, associée a A est définie
(§ 2.1.2.) par :
Yy=ap X%+

Yn =0y %, + +a"p X,

Ces formules traduisent simplement ’égalité ma-
tricielle Y = AX. On a donc I’équivalence :

ly=fA(x) e Y =AX

Exercice - Exemple

Dans R3 rapporté a un repére orthonor-
mé Oxyz, déterminer la matrice de la

transformation produit d’une rotation
d’angle « autour de Oz par une rotation
d’angle § autour de Ox.

Au point M(x, y, z) correspond dans la rotation
autour de Oz le point M'(x', y', z') défini par :

x' X cosae. —sina  Of | x
| o o

Y| =A]|y|=|sina cose. O |y

2! z 0 0 1| |z

Au point M' correspond dans la rotation autour
de Ox le point M"(x", y", 2" ) défini par :

x” 3% 1750 0 X
YV |=B|y|=10 cosp —sinp| |y
2z 7! 0 sinB cosB| |2
On a donc :
n x
"| =BA|y
n z
avec :
cos & —sina 0

BA =] cosf sina
sin § sina

cosfcosa —sinf
sin 8 cosa cosf

TESTS
Dans R? rapporté & un repére orthonor-

mé, déterminer la matrice de la transfor-
mation produit d’une symétrie par rap-
port a Ox par une symétrie par rapport a
la droite d’angle polaire /3.

On considére les relations suivantes :

v = X, —-2x2+ 2x3
Y, =-2x,+ x4+ x
Vig=i 3= X, — 2x;

{21 =2y, TV i)y

2, =3y, + ¥, -2y,

Calculer, a I’aide du produit matriciel, z,
etz, en fonction de Xp, Xy, X3

Réponses
o SRR AT e
@ Z [\/5/2 1/2][0 —1]
S P VRV )
V32 -1/2

rotation de 2m/3.



z, = X, —4x, + 5x;
Zy = =0X7 = 35 el Iy

2.4. Transposition
Soit A EM, o On appelle matrice transposée de
A et on note ‘A4 la matrice B € M, définie par :

b, =a,

i i 1 <i<p, 1 <j<n

‘A a donc pour lignes les colonnes de A et pour co-
lonnes les lignes de A.

Propriétés de la transposition
a) '(A+B)="'A+'B
') =N'4)
b) '("A)=A
¢) '(AB)='B '4

Démontrons ¢). Soit 4 €M, , et BEM, ,, C=AB
et D= (AB).

Ona:
n

C., =k§1 ay bk,-

n
i = Si =k§1 G by
dil s’obtient en faisant le produit élément par élé-
ment de la j°™° ligne de A par la i*™° colonne de
B c’est-a-dire le produit de la i*™*° ligne de ‘B par
laj°*™¢€ colonne de ‘4. On a donc :

D="'AB)="'B 'A

2.5. Anneau M, des matrices carrées

2.5.1. MATRICES CARREES D'ORDRE 1

Les propriétés énoncées § 2.2.1 et 2.3.3. mon-
trent que pour ’addition et le produit des matrices,
M, est un anneau unitaire (I’élément neutre de la
multiplication étant la matrice unité /7, ).

Ce n’est pas un anneau commutatif car en géné-
ral AB # BA.

Ce n’est pas un anneau d’intégrité car :

AB = O n’entraine pas nécessairement 4 = O
ou B =0.

AB = AC n’entraine pas nécessairement
B=C.

2.5.2. MATRICES CARREES PARTICULIERES

Pour une matrice carrée d’ordre n, les éléments
a;;, ay,,..., a,, sont appelés éléments diagonaux -
et la suite(a, ;, a,,,..., a,, )est appelée diagonale
principale.

On appelle matrice diagonale une matrice carrée
telle que a; = 0 lorsque i #7. :

On appelle matrice scalaire une matrice diagona-
le dont tous les éléments diagonaux sont égaux.
Une telle matrice est donc de la forme A/, ou A est
un scalaire.

On appelle matrice triangulaire inférieure (resp.
supérieure) une matrice carrée dont les éléments si-
tués au-dessus (resp. au-dessous) de la diagonale
principale sont nuls c’est-a-dire :

a; = 0 si i<j (resp.i>j))

Pour indiquer que les éléments situés au-dessus
(ou au-dessous) de la diagonale principale d’une ma- !
trice sont nuls, on utilise le symbole O ce qui con- .
duit aux notations suivantes :

a; a
a
a; 43, O ; 22050
: 0 g
anI anz ..... an" nn_

La somme (ou le produit) de deux matrices dia-
gonales est encore une matrice diagonale. On vérifie
la méme propriété pour les matrices triangulaires
inférieures (resp. supérieures).

On appelle matrice symétrique une matrice telle
que :

‘A=A ou a; =a; Vi, j

On appelle matrice antisymétrique une matrice
telle que :

'A=—A ou a; =—a; Vi, j

(ce qui entraine en particulier la nullité des élé-
ments diagonaux).

TESTS
Calculer la puissance k®™ ¢ de la matrice
diagonale :
A o)
D = A,



Vérifier que le produit de 2 matrices tri-
angulaires inférieures d’ordre n est une
matrice triangulaire inférieure d’ordre n.

Réponses
@
Dk = A"
(o) : .}\"k
Posons A =[] B =[6,].C =48 =[¢,]
Sii<j:

i n
Ciy =k§1 A bk/ + k=§+1 ag bk, =0

carbkl. =0si k<i<jeta;, =0 si
k>i.
2.5.3. FORMULE DU BINOME

Si A et B sont deux matrices de M, qui commu-
tent (AB = BA), on a pour tout entier k > 0 :

(A+Bff=a*+CLA*I B+ .. +C)ak'p
e

ou, avec la convention : 47 = B? =1,

k ; Tt 3
(A+ B = 2z, G Akl pi
j=

La formule est vraie pour k = 1 ; supposons-la
exacte pour I’exposant kK — 1. On a alors :

(A+ B)f =(A+ B)(A + B)!
k-1 iy P
=(4+B) 2 ct, Ak!1pl
j=
=8 i gk éi+ ')‘:" C,l, A*:(1+1) gitl
o kel j=o kil '
k-1
=Ck_01 Ak il mg[ (Ck-"ll AL sz.-ll) Ak-m pm
-1 pk
HiCk4 B
k-1
=Ak + X cm Ak-m BM + Bk
m=1 k
k . e
=2 C, A7 B

j=0

ce qui démontre le résultat.

Exercice - Exemple

Soit la matrice :

1 0 0 O

e | TR SR 06450
Z 1Es 121920
126, 121 Es]

Calculer les puissances successives de
B =A — I En déduire A",

On a successivement :

0--0.:0%:0 0 0 0 0
o 0 0 0 0 B3 = O 054 0380
I 0 0 0 0530520820
20 105050 15078 0580
=0
Pourn>=4:

An=(1+ By = £ Ck vk B
e 2 p2 3
=]+ClB+C2B%+C B
LT n(nz—l) B2+ n(n—lé(n—2) B3

Cette formule est encore valable pour n = 1, 2, 3
et on obtient :

R 0 s ]
n 1 0 0
n(n+1)
A" = e o n 1 0
n(n+ 1)n+2) nln+l) /
6 2

TESTS

Calculer par la formule du bindme la puissance
n®Mme des matrices suivantes :

=

' 0
I+ |0 0 O
0

avec bc #0



Réponses
.@ 0 1 n 1 A n N1
Ty, 1 nut+n(n—1)u? 2 np
0 1 0
0 nu 1

@ A=2[+ B avec B =

AL (O o CE 2"2+ P
+(CL 2"l + 3273y 0B

+ 17 )1+l (3" — 1"y B

(3"
3"+] n—1
-1 3" +1

A=al+ B avec B2 =b? ¢? ]

A3
2

1
2

(™)

An =(atbe)" -2I—(a—bc)" I

T (a+be)* — (a—be)? B
2bc

2.5.4. MATRICES CARREES REGULIERES

Soit A une matrice carrée d’ordre n. E étant un
espace vectoriel de dimension 7, on associe 4 4 un
endomorphisme f4 de E. On dit que 4 est une ma-
trice réguliére ou inversible si f 4 est bijectif.

Pour que 4 € M, soit inversible, il faut et il suf-
fit qu’il existe B E M, telle que AB = BA =1,.

En effet, [y est buectlf si et seulement s’il ex1ste
un endomorphisme g de E vérifiant :

gofy =fyog=i
(i application identique).
B matrice de g est appelée matrice inverse de A
et notée A/

Propriétés. — a) Si A est inversible, A! est uni-
que (car g est unique).

b) On démontre que A € M, est inversible si et
seulement s’il existe B € M, ver1f1ant AB = I, ou
BA =1,.Onaalors : Al —B

c) Sl A est inversible, ‘4 et A/ le sont aussi et
ona:

(‘A)! =4al),(al)! =4
Eneffet: (A 1)1A = {(A4!) = I=]
d) A est inversible si et seulement si les vecteurs

colonnes (resp. lignes) sont linéairement indépen-
dants.

En effet (§ 1.6.), f, est inversible si et seulement
si rang(f, ) = n, soit rang(A4) = n, ce qui équivaut a
'indépendance linéaire des vecteurs colonnes de A.
Pour les vecteurs lignes, on applique la propriété a
A

e) Si A et B sont inversibles, AB I’est aussi et :

(AB)! = B! 41

car: B! A1 AB= B! (4! A)B=B"IB
=Bl B=71
Remarque. — En supposant 4 inversible, la rela-

tion matricielle Y = AX (§ 2.3.4.) donne en multi-
pliant & gauche par 4™/

Al y=41 gax=%

Onadonc: Y=AX & X=41Y

ou :
Yy &1 X1 Vi
. :A < : =A1 3
y" x" xﬂ yll

La détermination de A/ revient donc a expri-
mer x,,..., x, en fonction de Yyre ¥, Ce qui per-
met de calculer A! dans certains cas simples : on
vérifie ainsi que I'inverse d’une matrice triangulaire
inférieure (resp. supérieure) est une matrice trian-
gulaire inférieure (resp. supérieure).

Exercices - Exemples

E1 2 Soit la matrice :

2.2 =2
A=13 1 3
-1 1 3
Calculer A2 et en déduire A°/.
Ona: 3
(12 40 24
A¥' =55 G
|2 2 4]
[4 4 47 [8 0 0
=l 6 2 o6 |+]0 & 0
-2 2 6J 05 058!

Onadonc: A% =24 + 8I
ou: A% —24=(A-20) A =8I

1
=(A-2)A=1
8( )



D'apreés cette relation :

0 922
A"=8L(A—21)=1— kL A
Pl hep Loy

El 3 Calculer I’'inverse de la matrice
A=[a b] avec ad — bc #0.
c d

La relation Y = AX s’écrit :
y; =ax, +bx,
yy=cx, +dx,

ce qui donne :

3 =dy1—by2
J ad — be
_—cy, +ay2
X, = ——————<
ad — bc
On a donc :
qu B N T d —b
c d ad—bc |-c a
El 4 Calculer I'inverse de la matrice
1 0 O
A=1|-1 2 O
3.°0:2

Yy
y2=—x1+2x2
y;=3x; +2x;
D'ou :
G Tl |
ks 1
o s 1 BN g
S 3 1
3t R f P B
c’est-a-dire :
251000
al=L171 19
ail| g0y
TESTS
On donne :
1 -2 -2
A=i]=1. 2 <]
] T 4

Calculer A2 et en déduire 4™/,

Calculer I’'inverse de la matrice :

2650850
A=10 2 1
0. +0%:2

T3 s Soit k un entier (k = 2) et A une matri-
ce de M, telle que Ak = 0. Vérifier que :
(I-AJ =1+ A+ A2 + .. + 4%1

Réponses
@ A2 =44 3]
i SEREG) )
A"=—§(A—4l)=——l- et
(ke
al=1o 2 4
4105 @

@ (I-A)(I+A +... +A%1) = [_ 4k =

2.6. Changements de base

E et F étant deux espaces vectoriels rapportés
aux bases (e;,...,e)) et (55 f,), on considére une
application linéaire f € L (E,F).

A désignant la matrice de f par rapport aux deux
bases (e;) et (f,.), on cherche la matrice A’ de f par
rapport 4 deux autres bases (e'l,.... e;,) et (F5u8if0))

2.6.1. MATRICE DE PASSAGE
Les vecteurs de la nouvelle base s’écrivent :

el.=i)§1 o; € j=1,..p

On appelle matrice de passage de la base (¢;) 4 la
base (e}) la matrice :

R R
P=|%1 %2, %,

La matrice de passage a pour vecteurs colonnes
les vecteurs de la nouvelle base (exprimés a I'aide
de leurs composantes dans I’ancienne base).

Notons que la matrice de passage est inversible
car ses vecteurs colonnes sont linéairement indé-
pendants (§ 2.5.4.).



2.6.2. EFFET D'UN CHANGEMENT DE BASE SUR LES COM- TESTS

) TUR
ERCAN B3 D UN VECTRY gesly Dans R2, rapporté a la base canonique,
Soit V un vecteur de E qui s’écrit dans les 2 ba- on considére le vecteur V = (2, 5). Quel-
S€s : les sont les composantes de V par rapport
Pt Ut
V=_§l %o, ot V= )_51 x;.e;. dlabasee; =(3,95),¢, =(1,2).
(2 d b= T Dans R? rapporté a la base canonique, on
On a alors : . considére le vecteur V = (4, -3, 2). Quel-
e hoR e =8 (5 . xDe, les sont les composantes de V par rapport
\: ,é; SR G R R e a la base ¢, =(1,0,0), ¢, = (1, 1, 0),
ce qui donne : e; =(1, 1, 1.
X, = f o x) i=1,.,p T,s | Dans P,, on considére les deux bases
2! (Qp Qs @) €t (Ry, Ry,..., R,) avec
ou sous forme matricielle : g5 % =il Ry dei= x (1) e
X] x,} 1) Quelle est la matrice P de passage de la
H =P ou X=PX base (Q,) a la base (R;) ?
3 o 2) Déterminer la matrice P! (utiliser
£ 5 A+ x) =x =1)
La matrice colonne des anciennes composantes Réponses
est le produit de la matrice de passage par la matri- -
ce colonne des nouvelles composantes. @ 28 1] pl = [ 2 —]]
Remarque. — La matrice de passage de la base 9% AR
(e;) 4 la base (e;) est linverse de la matrice de pas- =(=15%)
sage de la base (e;) a la base (e})- Ykt {1
En effet, la matrice P étant inversible, on ob- @ =0> "1%q o e e
tient en multipliant la relation X = PX’ a gauche 0 0 1 00
par Pl . x =p!1 x :
V=(7,-5,2)
Exercice - Exemple
E Dans R2, rapporté a la base canonique, o 1 0
on considére le vecteur V = (=3, 2). p=|c2 ¢! 1
Quelles sont les composantes du vecteur EL e i
V par rapport 2 la base (e}, e}) avec (it e o Hain A i
e, =(2,1),¢, =(3,2). A
2) P! est la matrice de passage de la ba-
La matrice de passage est : se (R;) & la base (Qi) :
P=[f ;] xk = xk [(14x) - x] *
& 1
3 O = Ry = Cilp U Ry
son inverse ;. P = [_i _2] +o (DR Ok R
1
Les composantes de V vérifient : c! 1 0
PN

yasip w2 =310 1=3 ] < |12 ¥l 2 S
2 [—1 a|kl1%2 7 & Cn G

V a donc comme composantes dans la nouvelle (~1)nCn (—l)’;" ol
base : (—12, 7). h nel



2.6.3. EFFET D'UN CHANGEMENT DE BASES SUR LA MA-
TRICE D'UNE APPLICATION LINEAIRE

Soit P la matrice de passage de la base (e;) a la
base (e:.) et Q la matrice de passage de la base (f;)
a la base (f}).

Pourx €EE :

Soit A la matrice de f par rapport aux bases (e;)
et (f;) et A' la matrice par rapport aux nouvelles ba-
' !
ses (e;) et (f;).

y = f(x) s’écrit donc sous forme matricielle :

Y =A X dansles anciennes bases
Y =A'X' dans les nouvelles bases

avec: X =PX et Y=QVY'
soit en reportant :
QY =APX
Y=gl aPX'

On a donc :

A'=Q' AP

ou: Y=AX e Y =(Q'APX

On dit alors que les matrices A et A’ sont équiva-
lentes.

2.6.4. CAS PARTICULIER DES MATRICES CARREES

Si A est une matrice carrée, on peut prendre E et
F confondus, les bases (e;) et (f) confondues ainsi
que les bases (e;) et (f}).

Onaalors: Q =Pet :

A'=pPl AP

On dit alors que les matrices 4 et A’ sont sem-
blables.

Exercice - Exemple

E o | Dans R? rapporté a la base canonique,
on considére la transformation f de ma-
trice :

1NV,

2
A= 4
Y3 R
CRlItte)

Déterminer la matrice de f dans la base déduite
de la base canonique par rotation de 7/6 autour de
I’origine.

\/} 1

Ona: i o h e
na e; =( )
elz—_(_L,\/_—’:‘)

D’ou la matrice de passage et son inverse .

V3

ey AT V384
1NF 1N
2 2 A )

Dans la nouvelle base, f est représentée par la ma-

trice :
I = vl = _1 0
A'=P" AP [ 0 I]

f est donc une symétrie par rapport au support
du vecteur €.

TESTS

Dans R? rapporté a la base canonique,
soit f I’application de matrice :

e

Quelle est la matrice de f par rapport a la
base ) = (4, 3), e’2 =(1,1)?

Dans P, rapporté a la base (1, 1+ x,
1+ x +x?), on considére I’application li-
néaire f de matrice :

0 -1 -1
A=|0 1 -1
0100002

Quelle est la matrice de f par rapport a la
base (1, x, x?) ?



2l ) e d

£5Y | s i It ] R Rh0
4 #0351 =1
0105 =2

Décomposons A en 4 blocs a 2 iignes et 2 colon-
nes et cherchons A™! sous la méme forme :

|
A= |Aridal _’fl_l{_"?_z_
0 : A4 B.i‘ ] B4

On a d’abord :
A, B, + 4, B; =1,
Ay B; =0
A, étant inversible, on obtient (en multipliant a
gauche par A'4) B, = O et en reportant A;B, =1I,,.

ST Rl (8 G |
B’"’”“[—J 2]

On a ensuite :

D'ou :

A4 B4 12
Doi: B, =4al-= [i —1?}

A% ) s k2l2:00 7
Bz——AlAZA,,—[ 0 0]

Finalement :

I -1 —-12 7
Al = —1 2 0 0
0350 2 -1

0 0 5 =3

A et B étant deux matrices de M, (K), dé-
terminer en utilisant les opérations par
blocs la matrice CD-DC avec :

! |
C= _IL'J_/E D= _B_L_Il
A : ]" In : B

e Pour A € M", on considérc la matrice :

Calculer, en utilisant la formule du bino-

me, B,
T, Inverser en utilisant les opérations par
blocs la matrice :
1 1 0 -1
U2 s il
A —
15 = pl sl
2% A3 Ee
Réponses
0 ___E_AB ~ BA
AB — BA l (0]
k
B* _7\_1_"_5_"_)"(_1_/1_
0 | W1
@ On décompose A en 4 blocs a 2 lignes et
2 colonnes :
1 0 -1 1
; 1 3 2 1 -3
Al =1
2 |-15§ —-10 -1 13

2 2 0 -2




