4. Intégration des fractions rationnelles

Pour trouver les primitives d’une fraction ration-
nelle & coefficients réels f il faut la décomposer en
somme d’un polyndme et de fractions rationnelles
simples dont on sait calculer les primitives.

4.1. Décomposition en éléments simples

4.1.1. DEFINITIONS

1) Une fraction rationnelle P/Q est dite irréduc-
tible si les polynémes P et Q n’ont pas de zéro
commun,

2) On appelle poles d’une fraction rationnelle
irréductible P/Q les zéros du polynéme Q.

4.1.2. THEOREME FONDAMENTAL

Soient P/Q une fraction rationnelle a coefficients
réels irréductible et

0X) =@ —a)"...(x — a)™ (x> + py x + q,)™ ...
o (&P Sy i

la décomposition de Q(x) en produit de facteurs

irréductibles sur R, ay, ..., g, étant les racines réelles

distinctes du polynéme Q, n, ..., n, leurs ordres

respectifs et (x2+p, x+q,), ..., (x> +p, x+gq,) étant

des polyndmes distincts de discriminants négatifs.
On peut écrire de maniére unique :

) ) S (%) o ST O
06) = E(x) + .-=Zn Si(x) + j; Ty(x),

ou E est un polynéme, S,(x) et T(x) sont les sommes
d’¢éléments simples associées respectivement au péle
d’ordre #; et au facteur (x? + Pjx + g)™, la somme
S(x) associée a un péle a d’ordre » étant de la forme :

A A A
S(x) = 1 2 e 1L e
*) x—a+(x——a)2+ +(x—a)"

et celle associée au facteur (x? + px + ¢)" étant de
la forme :

Cy x+D, C,x+D, R Gt Dy
xX24px+q (x*+px+9q)? (x2+px+q)"

T(x)=

ol Ay, 45,5, 4, Cy5.Cy, oy Copy D D,, ..., D, sont
des nombres réels.

4.1.3. ETAPES DE LA DECOMPOSITION

Les étapes de la décomposition en éléments simples
d’une fraction rationnelle a coefficients réels f sont
les suivantes :

1) Mettre f sous la forme irréductible P/Q, le
coefficient du terme de plus haut degré de Q étant
égal a 1.

Exemple : Soit

Six) =

x2—x% + 1
2 x2S i

La fraction rationnelle f; est irréductible car les
zéros du dénominateur (— 1 et $) ne sont pas des
zéros du numérateur. On écrit f;(x) sous la forme :

%(x3 - x4+ 1)

fi) = ——————
x4+ 5 — =
QL)

2) Déterminer le polynéme E.

Si on a degré P < degré Q, E est identiquement
nul.

Si le degré de P n’est pas strictement plus petit
que celui de Q, E est le quotient de P par Q dans la
division euclidienne. On a donc :

R(x)
x) = E(x) + ===
f® = E® + 505
avec degré R < degré Q.

Le polynome E est appelé partie entiére de la

fraction rationnelle f.

Exemple : La division euclidienne de $(x> —x%+1)

par (xz + % - % nous donne :




On a donc :
1 3 R, (x)
/i) =§<~* 13 §)+ el

avec degré R, < 2. Il n’est pas nécessaire d’expli-
citer R;.

3) Décomposer le polynéme Q en produit de
polynémes irréductibles sur R. On a alors :
OX)=(x—a)" ... (x—a)™ (2 +p, x+q,)™ ...

v (X2 4p, x+q,)m

avec les mémes notations qu’au paragraphe 4.1.2.

Exemple :
IRl () (et
D RSRTRD N : 2/
4) Poser a priori la forme de la décomposition
de f = P/Q ou de R/Q :

A k r
f(x) = % =EW@+ ¥ S0+ ¥ T (1)
R 3 k r
ng = Y S + j; T(x) . @)

Si(x) et Tj(x) ayant été définis au paragraphe 4.1.2
et étant respectivement de la forme :
A, A,
(1)2+m+(.\'—(1)"
CaxtD; . Cux+D,
(> +px+q)"

4,
Sx)= +
x—a (x—

_Cix+D,
X2 4px+q (X px+q)

oud,, 4, ..,4,C,C,..C,D,D, .. D,sont
des nombres réels.

T(x)

Exemple :
17353 )
(7 =x*+1) 1 3 A B
gy - AR A L E s e e
Ji(x) GrD (=1 2(\ 2)+.\'+| Mty

5) Déterminer les éléments simples, c’est-a-dire
calculer les coefficients 4, C, D, Les méthodes
different suivant les types d’éléments simples consi-
dérés, elles sont exposées aux paragraphes 4.2
et 4.3. Pour simplifier les calculs on peut utiliser les
remarques suivantes :

a) Si fest une fonction paire (i.e. f(— x) = f(x)
ou impaire (i.e. f(— x) = — f(x)), l'unicité¢ de la
décomposition d’une fraction rationnelle en élé-
ments simples permet d’obtenir des relations entre
certains coefficients ou leur nullité.

b) Lorsqu’il reste peu de coefficients a déter-
miner on peut donner & x des valeurs simples. En
particulier on peut prendre x = 0 ou multiplier les
deux membres de la relation (2) par x ou x2 suivant
les cas et faire tendre x vers Iinfini.

TESTS

Déterminer la partie entiére des fractions ration-
nelles suivantes :

S AL
Tl x=D*(x+2)°
XL H xS =S ]
T LRI

Réponses

2x — 1.

@
@

4.2. Eléments simples associés a un pdle réel

4.2.1. POLE SIMPLE

Si a est un pdle réel simple de f, il lui correspond
dans la décomposition en éléments simples de f
'unique terme A/(x — a) (n est égal & 1). On obtient
A en multipliant les deux membres de la relation (1)
ou de la relation (2) par (x — @) et en donnant a x
la valeur a.

Exemple : Si I'on considére a4 nouveau la fraction
rationnelle f, on a :

%(.\'3—,\’2+l)_1<\__3>+ A : B
x+D(x=% 2 2 ST [T

T
2
En multipliant les deux membres de cette relation
par (x + 1) il vient :

1'.3_'.2 1 1 ¥
2(\*‘1+)=_ (x—z)(.v+l)+A+B(\+l])
No="y 2 2 X—3

d’ou en donnant a x la valeur (— 1) :

1
(SR ey
A=_*—l~l =t
2

De méme, en multipliant les deux membres de la
relation par (x — $) puis en donnant a x la valeur 4
on trouve :

La décomposition en éléments simples de la frac-
tion rationnelle f; est donc :

e = x| 1 3
5 W D% | _§<'\ _§>
| 7

2 3(x + 1) gl 24(x — 4’



4.2.2. POLE MULTIPLE

Soit @ un péle réel d’ordre n strictement plus
grand que 1. On peut déterminer le coefficient A,
en multipliant les deux membres de la relation (1)
ou de la relation (2) par (x — a)" et en donnant
a x la valeur a, puis calculer les coefficients
Ay, ..., 4,y en donnant a x des valeurs simples
(remarque b). Cependant il est aussi possible de
déterminer tous les coefficients 4; (1 < i< n) en
méme temps. On peut en effet écrire :

R(X)_ R _ A 5 A, S

0(x) (x—a)"Q'(x) x—a (x—a)?
A" +ﬂc_).
(x—a)" Q'(x)

Q' et R’ étant deux polynomes.
On en déduit :
R(xX)=[4,(x=a)"" '+ A,(x—a)" >+ -+ 4,]
xQ'(x)+R'(x) (x—a)
soit en posant y = x — q :
R(@+y)=[d,+ +d,y"" 2+ 4, " 'Ix
xQ'(a+y)+R'(a+y)y".

Le polynéme (A4, + =+ + A, y""2 + A, y"~ ') est
donc le quotient dans la division suivant les puis-
sances croissantes a 'ordre (n — 1) de R(a + y)
par Q'(a + y). En effectuant cette division on obtient
les coefficients 4; pour 1 < i < n.

Exercice-Exemple

Décomposer en éléments simples la frac-
Xirted

x(x = 1)3°

La partie entiére de cette fraction ration-

nelle est nulle et la décomposition est

E,

tion rationnelle

de la forme :
x+3 4, i 4,
x(x—=13" x—1" (x=1)72

A, B

En multipliant les deux membres de cette
relation par x et en donnant a x la valeur
on obtient :

Bl
-1
Pour calculer Ay, Ay, Ay on a deux
méthodes.

Ire méthode : En multipliant les deux
membres de la relation (3) par (x — 1)3

et en donnant a x la valeur 1 il vient :
A4, =4,

Si on multiplie les deux membres de la
relation (3) par x et qu’on fait tendre x
vers I’infini on obtient :

0=4,+0+0+B

doit A, = — B =3,
On a donc :
x+3 3 A, 4 3

Xe-D° x=1 Gl G-I} %

Pour déterminer A, on peut par exemple
donner a x la valeur (— 1), on a ainsi :

LIEES +A2 4 3
Rl Jity Ll
et
A =4G+3+5-3)=-3
d’ou la décomposition :
XIS 3 4 3

x(e=1° x=1 =12 =12 x'
2¢ méthode: En posant y=x—1 on a:
x=y+1 et X+3=y+4.

La division suivant les puissances crois-
santes d I’ordre 2 de (y + 4) par (y + 1)
nous donne :
4+ y 1 +y
-3y 4 -3y 432
3y?

On en déduit A3=4, A,=—3, A,=3.

TESTS

Décomposer en éléments simples les fractions
rationnelles suivantes :

2

x* —x
T3 x+1°
2x —3
T4 S g )
X
5 (x_2)2'
1
6 xx = D(x-2)"
3x+ 1
T7 x(x = 1)3°
2x + 1
Ts =2+ 17"




Réponses

2
x~-—2+:“+_1
5 1

I+ D) T 3x=2)"
1 2
x—2+(x—2)2'
I I 1
ey = LG
1 1 1 4
_;+x—l—(x—l)2 x—-1%
S ks I
9Ix —2) 9x+1) 3(x+ 1)?*’

HEEEERE

4.3. Eléments simples associés a un facteur du
type (x* + px + g)"

4.3.1. CAs m =1

Le terme correspondant au facteur (x2+px+q)
dans la décomposition en éléments simples de f est
Cx + D

de la forme 5
X

+px+q’

Si p est nul, on obtient assez facilement les coeffi-
cients C et D en multipliant les deux membres de
la relation (1) ou de la relation (2) par (x* + g¢) et
en donnant a x la valeur \/q i qui est une racine de
ce polynéme,

Si p n’est pas nul, on donne a x des valeurs simples
(remarque b).

Exercice-Exemple
E Décomposer en éléments simples la frac-
2 tion rationnelle

2x + 1
C+ D)2 +x+2)°

La décomposition est de la forme :

2x+1 _Ax+B,  Cx+D
2+ 1) (24 x+2) x2+1  xX2+x+2°

En multipliant les deux membres de cette
relation par (x*> + 1) et en donnant @ x
la valeur i on obtient :

2041
1+

=Ai + B

c’est-a-dire

Ai+B___(21+12)(l——i)

2l hilem 2 it

= 2 2
donc

A:="s 5 et iR =3
On a ainsi :

2x + 1
2+ 1%+ x +2)
1 x+3

2 x2 +1

Cx + D
x2+x+2°

En multipliant les deux membres de cette
relation par x et en faisant tendre x
vers I’infini on trouve :

0=3+C
d’out
it iy,
En donnant a x la valeur 0 il vient :
IBERE S )
L Ratio
donc
D=1-3=-2
et
2x + 1
G2+ +x+2)

TAb s ix+2
N0 X AT S 2 e T o

8.3.2. CAs m > 1

La somme d’¢léments simples associée au fac-
teur (x2 + px + q)" est
Cy x+D, C,x+D, e
xX24px+q (¥ +px+q)?

T(x)=

C’" '\- + Dl"
(P +px+gm’

Pour déterminer les coefficients C; et D, 1 < i< m
on peut employer les méthodes suivantes :

a) Si p est nul, en multipliant les deux membres
de la relation (1) (ou de la relation (2)) par x2+q)"
et en donnant 4 x la valeur \/gi on obtient C,,

C,x + D,

et D,. En retranchant ﬁ" aux deux membres

de (1) ou de (2) et en mettant (x2 + ¢) en facteur
au numérateur du premier membre on est ramené
a un probléme similaire avec (m — 1) au lieu de m.
On peut alors continuer de la méme fagon mais
cette méthode est assez lourde.



b) Lorsque p n’est pas nul, ou méme dans le
cas p = 0 si les calculs sont plus simples, on cherche,
en donnant & x des valeurs particuliéres, a établir
suffisamment d’équations pour pouvoir déterminer
tous les coefficients.

¢) Dans le cas particulier ou I'on a

Q) =(x* + px + 9",

il est plus ra?ide d’effectuer la division euclidienne

de R par (x

+ px + ¢g).

Exercices-Exemples

E;

Décomposer en éléments simples la frac-
tion rationnelle

x24+2x -1
2+x+1)2x-2)°

La décomposition est de la forme :

x*+2x—-1 4
P+x+1)2(x=2) x-2
Cix+D, C,x+D,
x2+x+1 (x2+x+1)?*°

On multiplie les deux membres de cette
relation par (x — 2) et on donne a x la
valeur 2 pour obtenir :

_4+4-1 k74
@ +2+1)?
Si on multiplie les deux membres par x
et qu’on fait tendre x vers I’infini, il vient :
0 = %'+ Cl
d’ott
C, = -

~=-

En donnant @ x la valeur 0 on obtient :

S I
=2 (=2)

+ D, + D,
donc
D1+D2=%+T1?='187=%-

Pour x =1 on trouve :

2 1 -i4+D, C,+D,
TN TR T R
soit
3D, +C,+D,=—-243+3=-2
et pour x = — 1:
) 1

1
7(_3)+:1-+D1—C2+D2

TESTS

donc
4 2 1 1 12 __4
Dl C2+-D2—'3+7T_-7~7T'_7'

On a ainsi un systéme de trois équations :
D, + D, =3 (')
3D+ C,+ D, =-% (2)
D,-C,+D, =3. (3)

On déduit de (1') et (3"): C, =0,
puis de (1) et (2'):

—2D,=% doit Dy =-3
et
D =21%
On obtient ainsi la décomposition :
X242 x—1
x2+x+1)* (x—-2)
1 x+3 1

TIx=2) 1P Hx+D) (Pt D)2

Décomposer en éléments simples la frac-
tion rationnelle.

x> +4x -1
x% + 1)°

La division euclidienne de (x*+4 x—1)
par (x* + 1) nous donne :

X +dax -1 x2+1
3'xi=J1% P

C'est-a-dire :

X +d4x—1=x(x>+1)+3x—-1.

On en déduit :

Xt e | G X 3x—1
x+1)° 2+ 12 (x2 4 1)°

qui est la décomposition en éléments
simples cherchée.

Décomposer en éléments simples les fractions
rationnelles suivantes :

x
xt -1
bl B LS
x-=-D@E2+1)’
1
x—=D202+4)°




1
T12 x>+ 1°
X
T13 x3+1°
27%3
T14 (x2+1)2
Réponses
4x—1) 4x+1) 22+1)°
2 =1  2(x*+ 1)’
L9) 1 2x—3
@ 25(x—1)+5(x—1)2+25(x2+4)'
1 - x+2
3x+1) 3x*—-x+1)°
Q) by
3x+1) 32 —-x4+1)"
X2 +1  (x2+ 1)

4.4. Calcul des primitives

Les primitives d’une fraction rationnelle f s’ob-
tiennent en faisant la somme des primitives de
chacun des termes de sa décomposition en éléments
simples.

Examinons successivement les différents types de
termes que I’on rencontre.

1) Partie entiére

C’est un polyndme, les primitives se calculent
donc aisément.

Exemple : La partie entiére de la fraction ration-
nelle f; nous donne :

2
j% (x—%)dx:% (%—%x) +C=7 (=3 0)+C.

A

2)x—a

Le changement de variable f=x—a montre que
I'on a :

'f QL 1B | it ) b O
D (7

Exemple : La décomposition en éléments simples
de la fraction rationnelle f; est d’aprés le para-
graphe 4.1 :

[ ! 7
f'(")=5("‘“§)+3(x+ D a1

Ona:

1 1
jmdx—§L0g|.Y+ll+C

7 7
genlert g e T
,[24():— ey

donc en tenant compte de 1) :

Lol
5 2I+C

Jfl(x)dx =%(x2 ~3x) +5Log |x + 1]

7 1
+52L0g X—"i"f-C.

A

m,n>1

3)

Le méme changement de variable que précédem-
ment nous donne :

APra T y
J\(x—a)"d'\ (I -nE-a? iy

Exercice-Exemple

E Calculer les primitives de la fraction
5 x+3

x(x —1)%°

On a obtenu dans I’exercice-exemple E,

la décomposition :

rationnelle

AN LIy [P PP
x(x=1* x—1 (x—1)2" (x=1)°

On en déduit :

f AL ey (e

x(x—1)3
i—%—31,0 |x|+C
x—1 2(x=1) &
ou encore :
L S
x(x — 1)3 x—1 (x-=1)2
+ 3 Log x;ll + C.




Cx + D

A et ST T
)x2+px+q

On emploie la méme méthode que pour calculer
les primitives de la forme

ox + f

En écrivant

Cx+ D= (2x+p)+D—C2"
on obtient :
Cx + D CJ~ 2x 4+ p
o i o] [ P o
X+ px +q 2 Jxt+px+4q

4 _Q)J'd—x
2 X2 +px+q’

Le changement de variable t = x> + px + ¢ nous
donne :

zsz#dx='[‘g=Logl+C’ ou
X+ px + q t

C' désigne une constante réelle quelconque On
remarquera qu’il n’est pas nécessaire d’écrire Log | ¢]
car, le dlscrlmmant du trinéme (x* + px + g) étant
négatif, ¢t = x2 + px + q est toujours positif.

dx
Pour calculer J‘ ——————— on écrit le trindme

x>+ px+gq
sous forme canonique et on se raméne par un chan-
gement de variable & des primitives de la forme

du ’
KJ-] +u2=KArctgu+ CHy

K étant un nombre réel.

Exercice-Exemple

E Calculer les primitives de la fraction
6 2x + 1

2+ D)2 +x4+2)°

On a d’apreés I’exercice-exemple E, la

rationnelle

décomposition :
2x+1 S R B
241 (2 +x+2) 2x3+1 x*+x+2
d’ou
2x+1 x+3
dx= d
2+ D) (2 x+2) 2,[x T
7X+2
0 | St
,[x2+x+2 =

On peut écrire :

x+3 1 2 x dx
drssy|edlds i
fx2+l =) Jx2+ldx+3 Jx2+1
Le changement de variable t = x* + 1
nous donne :

dt = 2 xdx
et

25X dt
_d = — =
,[x2+l b .ft Logt + C

Log(x* + 1) + C

d’out
x+3 1
Jx +1dx ELog(x + 1)
+ 3Arctgx + C.

En écrivant
1x+2=32x+ D+2—-4=12x+1)+7

on obtient :

1

7x+2 1 2x+1
——dx== | 5————d
J‘x2+x+2 i 4_[x2+x+2 %

7 dx
i ,[x2+x+2'

On pose

=x*+x+2
d’otl

=2x+ 1)dx
et

2x + 1 dt
fm“x—f?“g’*c

=Log(x* +x +2)+ C.

En mettant le trinéme (x* + x + 2) sous
forme canonique on a :

dx g% dx
x4+ x+2 x+*+2-14%

J(x+‘)2 i
donc
57 +x+2 7 x+%2 )
7
i
! 1
On pose
2x41

=



d’ou
Ry =£
J7
et
Arc!gu
Jx 24x+2 ffl+u
2x+1

+:C = —Arctg—- (65
7 J7
On obtient donc finalement :

2x+1
2+1) (x3+x+2)

dx=% Log (x2+1)

-+%Arc tg x—% Log (x?+x+2)

1
—ﬂArc tg2x+ +C
7

ou encore .

J 2x+1 i
(2 +1) (x2+x+2)

ol i x2+1
R )

l( 2x+1
+—(3Arctgx—./7 Arctg )+C.
2 \/— \/'7

Cx + D

BYRE 2 AGhAL Ty
)(x2+px+q)""

m >1

La démarche a suivre est la méme que dans le cas 4).
On a
Cx + D e J’

2x+p
(x* + px + q)"

x2 + px + g)"
3 ( _Q)JL
2 x% + px + g"°

Le changement de variable t = x? + px + g nous
donne :

2x +p dt 1
L F o ) AR A R ol AR LT
(x% + px + g i Jt”' (1 = mytm! n

En écrivant le trindme (x? + px + ¢) sous forme
canonique et en faisant un changement de variable,
dx

s x* + px + g
K’ J.(l-i-*uuz)"' ou K’ est un nombre réel.

le calcul de se raméne a celui de

Pour calculer J a dy on peut écrire :

uZ)m

J‘ du 1 + u? u? du

= dip =0 | et
A+ Ja+uyr "~ | Troy
du i u* du
(1 + u?ym-1! (a+ v’y

Le dernier terme s’intégre par parties en posant

udu
d = —-——— s
(T
On a ainsi :
1

T2l —m) (1 + w)ynd

et

J' wdu u
A+ 201 —m)(1 + )1

E: 1 J' du
21 —m) J (1 + w1
On réapplique la méthode jusqu’a ce qu’on obtienne
c’est-a-dire Arctgu + C’.

1 + u?

Exercices-Exemples

Calculer les primitives de la fraction
X2+ 2x—1

2 +x+1)2(x-2)°

On a d’apres I’exercice-exemple E; la

E;

rationnelle

décomposition :
x2+2x—1 & 1
+x+1D)2(x -2 T(x — 2)
i x+3 1
1> +x+1)  2+x+ 1)

Le premier terme nous donne

dx
Jx_z—Loglx—2|+C.

Pour calculer
J 2";3 dx
x“+x+1

32 x+1)+3

on écrit :
X+3=32x+1)+3-1=

d’ou
EEX O3 lJ‘ 2x + 1
x+x+l 2 x+x+l
43
2

J dx
X+ x+1°



En posant t = x* + x + 1 on obtient :

If—xtde=[g{=Logt+C
x4+ x+1 t

=Log(x*+x+ 1)+ C.

Le trindme (x* + x + 1) s’écrit sous
forme canonique :

X2 4x+1+(x+3*+1-4
On en déduit :

J' dx 5 dx
xX24x+1 Jx+D)*+3

_4 dx 2 dx
T3/ x40\ 3| /2x+1)2
+1 —_) +1
\/j \/5

=(x+3%+3.

2
; 2x + 1
puis en posant u = \/5 $
du=idx dx=£du
53 2
et
J_—x_=_2— du =—Arc[gu
x24x+1 \/3 1 +u?
+C=iArctg2x+1 (€

%

De méme on a :

j _l6
(x2 +x+l)2_ 9 J

w

7

1]’

7 J(l +u?)?’

On écrit :
du =J’ 1 4u? du
(1+u?)? (1+u?)?
= __“Z__d E8
a+u?
_f du _J Hiiehes
Tl +u?r ) (1 +u?)?
soit

j_ji_=Am@u_JJi%_
(1 + u?)? (1 + u»)?’
Le dernier terme s’intégre par parties
en posant

dv=—uiu—— doit v=—

1
(1+u?)? 2(1+u?)

et

u ey u du
f(l+u2)2 Q= 2(1+u2) +I2(l+u2)

2 1
= 2(l+ 2)+ Arctgu+C.

On obtient ainsi :

=7A it B
J(l rclgu+2(l+uz)

——;—Arctgu+ (6

soit

du 1 u
Bl R N
,[(1+u2)2 5l UG

et
dx 8 [l 2x+1
= - Arc tg
.[(x2+x+1)2 3./30L2 S
f 2x+1
8 x? +x+1]+c
ou encore :
dx 4 2x+1
= Arc tg
.[(x2+x+l)2 /3 S
1 2x+1
-———+4C.
3x2+x+l+

En regroupant les résultats on trouve :

x24+2x—1 5
2 +x+1)2 (x—2)

=1 Log | x—2|

7 JxP+x+1

13 Arorg2xtl 1 2x+1

21./3 3 3x24x+1

Calculer les primitives de la fraction
x34+4x—1

(xz g, 1)3
La décomposition en éléments simples
obtenue dans ’exercice-exemple E, est :

+C.

rationnelle

X4 X 3x—1
x2+1)3 G2+ 12 (2 + 1)
On a donc :
J'x3+4x—ldx= x dx
(X2 i 1)3 (xz AL 1)2
dx
g | e 3 .
.[(x’+ 1)’ (* + 1)



Le changement de variable t = x* + 1 TESTS

nous donne :
df = 2 xdx En utilisant les résultats des decomposmons en
xdx 1 (dr 1 e ¢éléments simples des tests T, a T,,, calculer les
CC+12 22T " 2% primitives suivantes.
! T f" —2d
= 15 X
e B Fectil
et T16 j—zzj =3 3 dx
Ix*dx_lfﬂ__LJrc G
A1) T2 ) 114:2 T, f(v_—T)z
=—-——++C. dx
292 YIS CRL
4(x + 1) Tls fx(x g I) (.X ) 2) .
dx o~ 23
Pour calculer | ———— on écrit : 3x+1
i I(Xz +1)° £ Tio Jx(x = 1)} 2
J dy s rsicxa Fl Po. x2dx T Q2x + 1)dx
2+ 21y’ 2+ 1)° 20 =2 (x +1)*"
dx [ x?dx 1) [ xdx
(x2+1)2 (X2+1)3 3 21 J x4 R
([ 2x—1
En posant —_—— —dx.
5 T2 Je-Daz+ "
(7B dl) 2 xdx T » dx
= == A R O
i (eerl) 8| Je-rE+d
% i 1 T [ dx
du—dx U—"‘m 24 ‘/\‘3-}-]'
g A x dx
et en int t t : ;
2m égrant par parties T2 5 J 5 gy
x*dx X 1 dx r
+ 2 \’
(CEEN) ST R PN Tos | |rrmedr
d’out
Réponses
dx X +3 dx
2
CZ+IP aGP D7 4 ) G @ X —2x+2Loglx+1]+C.
Lecalculdeja%lz)z-aétéfaitdans §Log|x—2||\+l|5+C
Pexercice-exemple E,, on en déduit : @ e E 5+ Log|x—2]+C.
b X
i 1 ((x — 2
J(x2+ 1 4(x? + 1)? ELOE’»LE\{Y_—I)Z)‘J‘FC-
3 ( X
+ = (Arctg x + 2>+C. x =1 2 I
L — .
8 I+ x il (.\‘—1)2+x—1+c
En regr t les résultat obtient : B x=2|_ I
groupant les résultats on obtien @ 5 Log S e stieh,
x 44 x—1 1/ 3x+4 1 [x2 = 1|
e AT SR [ A —Log———+ C.
J 21} 4(2(x2+1) 7 Rl )
X33 1 IA e L
GEEDRD 4 et 2 U



2
1 lLogx+4

BTERE) e O
—5—30-A1'ctg%+C.

(x + 1)?
x2—x+1)
2x — 1

|

+..._

J3 J3
—%Log|x+l|+éLog(x2—x+l)
Arctgz'\‘_1

NG

G

g LOg

Arc tg 3 G

GG

|
+ i
/3

Log (x* + 1) + 2'
X

HEl

© © @ @

4.5. Intégrale d’une fraction rationnelle

Soit /= P/Q une fraction rationnelle irréductible,
on peut calculer I'intégrale de f sur tout intervalle
fermé [a, b] qui ne contient aucune racine du poly-
néme Q. On emploie les mémes méthodes que pour
la recherche des primitives.

Exercices-Exemples

E9 Calculer

1
19=J 2x—+3-—dx.
o

- x =2

Les racines du dénominateur 2 et (— 1)
nappartenant pas a lintervalle [0, 1], on
peut calculer cette intégrale. La décom-
position de la fraction rationnelle est de
la forme

X i3 oA 4+ B
x=-2)(x+1) x—-2 " x+1°

En multipliant les 2 membres de cette
relation par (x — 2) et en donnant a x la
valeur 2, on obtient A = 3. En les multi-
pliant par (x + 1) et en donnantld x la

valeur (— 1), on trouve B = — 3.
On a donc

x +3 o ! 5 oL 2
(A==2) (X)) SIE3(X1=02) . 5 3(X 1)
el

Io = 3[Log|x — 2']:)
— 4[Log|x + 1[]]

10

TESTS

d’ou le résultat

1
Xitato a0l
.[)mdx— 3L0g2

dx

1
Calculer 7, = _[ X2 +4x +13°

Le trinome du second degré nayant pas
de racine, on peut calculer cette intégrale.
Dans ce cas, il faut effectuer la décompo-
sition canonique du trindme :

X +4x+13=(x+2%+9

S [ A
)L, & +2P 49

Soit en mettant 1/9 en facteur,
e bl f‘ dx
10 =g N E T OO
=2 1 + (_X%Z)

Le changement de variable t = = ;_ 2,

dx
nous donne dt = 5 et

: dx L Reeedy
IXE A 1 3o S IR T

X
12°

Calculer les intégrales suivantes.

1

dx
o X+ D (x-2)°

J(\ +l)(\+l)

.[ x(x? + T4t

fl dx
—_—.
122X +2x+5

1/3
x +1
f 9% ¥ 6x 150
=1/3 2

Ha 2x + 3 s
Ly AR CHTATERIRS

x dx
5 Q2x + 1)




nl
Log(x> —2x + 4)dx.

JO
n2/3

Log(9x* + 6 x + 4)dx.

Jo
nd

Log(2x* +5x — 3)dx.

Ji

rp—1/3
Log(9 x? + 12x + 5)dx.

J-23

1 2
—'6—§L0g2
1 T
3 3
§L0g2 %0 2Log5

00 BPEED

On commenii_par intégrer par parties
3

2Log2,+f3—— 2

—Log2 + Log3 ] nf

—22—1Log7—8Log2—6



