6. Extension de la notion d’intégrale

6.1. Définitions

6.1.1. INTERVALLE D’INTEGRATION DE LA FORME
[a, + oo, ]— o0, b] OU ]— 00, + oof

Soit f une fonction définie, continue sur I'inter-
X
valle [a, + oo[. Si I'intégrale I f(x) dx admet une
a
limite finie lorsque X tend vers + oo, on dit que
+

I'intégrale Jf(x) dx est convergente et on pose :

X

j uof(x)dx= lim | f(x)dx.
X-+ o

Dans le cas contraire on dit que lintégrale

+ o
J S(x) dx est divergente.
a

De méme si f est une fonction définie, continue

b
sur l'intervalle ]— oo, 4], I'intégrale J f(x) dx est

b
dite convergente si I'intégrale J S (x) dx admet une
o

limite finie lorsque X’ tend vers — co. On pose alors
par définition :

b b
f S()dx = lim J' F(x) dx .
- Xi=t = 0 X

Enfin si f est une fonction définie, continue sur R,

+ o
on dit que l'intégrale j f(x) dx est convergente
-

¢ + oo
si les intégralesf f(x)dx et J f(x) dx le sont,

¢ €tant un nombre réel arbitraire. On pose dans
ce cas :

jwf(x)dx=Jt f(x)dx+j f(x)dx

¢

ce qui peut encore s’écrire :

+ oo X
S(x)dx = lim J Sf(x)dx
- Ardecdy

X et X' étant supposés indépendants I’un de I’autre.

Exercice-Exemple

E Déterminer la nature (convergence ou
1 + o

divergence) de I'intégrale J.

X
F pour
1

o rationnel.
Ona:

"dx

1 15012
1 — o [x*!
1 ;
_l—a(X“"_l> si o # 1.
[Log x]f = Log X si a = 1.

1

Or on sait que :

lim LogX = + o

X—++wo
lim 1—1 i 0 pour a > 1
X+ X* + 00 pour a < 1.

On en déduit. donc que [I’intégrale

+ o
X
J = est convergente pour o > 1 et
1

divergente pour o < 1.
De plus, pour o. > 1, on a :

Cah e [——1 AL —1)
P XS | o] P \ e

6.1.2. FONCTION f NON BORNEE EN ¢ OU b (a < b)

Soit f une fonction définie, continue sur linter-
valle [a, b[ et telle que

limf(x) = + o ou limf(x) = — .
12 12

b
On dit que l'intégrale J JS(x) dx est convergente

X
si l’intégralef S (x) dx admet une limite finie lorsque



X tend vers b en restant inférieur a . On pose dans
ce cas :

b X
jf(x)dx:limf f(x)dx.
o X<pa

Dans le cas contraire on dit que [I’intégrale

I f(x) dx est divergente.

a

De méme pour une fonction f définie, continue
sur l'intervalle ]a, b] et telle que

limf(x) = +0 ou limf(x) = —0,
x—*ta XxX—*a
x>a x>a

b
I'intégrale J f(x)dx est dite convergente si I'inté-

a

b
grale.[ f(x) dx admet une limite finie lorsque X’
&
tend vers a en restant supérieur a a. On pose alors :
b b
I f(x)dx = li’mJ. Sf(x)dx.
i Eoode

Si f est une fonction définie, continue sur I’inter-
valle ]a, b[ et non bornée en a et b, l'intégrale
b

J‘ f(x)dx est dite convergente si les intégrales

¢ b .
J f(x)dx etf f(x) dx le sont, ¢ étant un élément

arbitraire de I'intervalle ]a, b[. On pose dans ce cas :
b c b
J‘ f(x)dx = J f(x)dx + J f(x)dx
ou encore :

K
x—k,’?«: J ’f(x) dx

X'—+a,X'>a

b
[ reoax -
X et X' étant supposés indépendants I'un de I'autre.

Exercice-Exemple

Dléterminer la nature de [Iintégrale

E 2

d y ; 1o
j —f pour o rationnel strictement positif.
X
0
Pour o« > 0, la fonction x> 1/x* est
définie, continue sur ’intervalle 10, 1] et
vérifie :

Il faut donc étudier la limite lorsque X'
tend vers 0 en restant positif de I’intégrale

e

o Xt

7,
x~ 1 x

Ly l1—a
J,?= =L (l———l—) si a#l
X T ARG 5
[Log x]y =—Log X’ si a=1

et

lim (— Log X’) = + o

X'=0

X'>0
lim Liies { Opour 0<a<l.
;r::g(X’)“" + oo pour o > 1.

1
L’intégrale J d—): est donc convergente
X
0

pour 0 < a < 1 et divergente pour o. > 1.
Pour 0 < o<1 ona:

Jld—x=1im : (1— L >='
A :l':gl—a x> ') l-a

TESTS

Déterminer la nature des intégrales suivantes en
utilisant les définitions.

At
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@ Convergente.
@ Divergente.



@ Divergente. i
Convergente.

@ Convergente.

Divergente.

6.2. Critéres de convergence

Considérons deux fonctions f et g définies, conti-
nues sur lintervalle [a, b[ (respectivement ]a, b] et
la, b[) avec :soitb = + oo (respectivementa = — oo
eta = — 0,b = + o).

soit f et g non bornées en b (respective-
ment en a et en a et b)
a étant supposé strictement plus petit que b.
On démontre les propositions suivantes :

Proposition 6.2.1.
Si f et g sont positives et vérifient f(x) < g(x)

pour tout x de lintervalle [a, b[ (respectivement
la, b] et la, b]).

b
i) si lintégrale f g(x) dx est convergente, I'in-

b
tégraleJ f(x)dx Pest aussi.

b
ii) si l’intégraleJ f(x) dx est divergente, I'inté-

b
gralej g(x) dx P’est aussi.

Proposition 6.2. 2.

Si on a |f(x)| < g(x) pour tout x de Iintervalle
[al; [ (respectivement ]a, b] et ]a, b)) et si I'intégrale
b

J g(x) dx est convergente, I'intégrale J f(x) dx I’est
a a

aussi.

Définition 6.2.1.

On dit que f(x) et g(x) sont équivalents lorsque
x tend vers b et on écrit f(x) ~ g(x) quand x — b
si et seulement si :

S(x) = g(x)[1 + e(x)] avec lime(x) = 0.
x—b

Remarque. — lim f (x)/g(x) =1 entraine f (x) ~ g(x)
x—b
quand x — b.
Exemples : Lorsque x tend vers 0 on a :

sinx ~ x
tgx ~x
e~ 1+ x.

Proposition 6.2.3.

Si fet g sont de signe constant et si ona f(x) ~ g(x)
quand x — b (respectivement x — a et x — a, x — b)
b

b
les intégralesf S(x)dx et J g(x) dx sont de méme

nature.

Remarque. — Pour déterminer la nature d’une
intégrale il suffit de I’étudier au voisinage de la borne
en laquelle la fonction & intégrer n’est pas continue.

On déduit de la proposition 6.2.3 et de I'étude

des intégrales de la fonction x i 1/x* (cf. exercices-
exemples E, et E,) la proposition suivante :

Proposition 6.2 .4.

i) Soit f une fonction définie, continue sur I’inter-
valle [a, + o[ telle que f(x) ~ 1/x*quand x - + oo,
+

I'intégrale f(x)dx est convergente si a > I,

divergente si a < 1.
ii) Soit f une fonction définie, continue sur I’in-
tervalle ]0, 5] telle que f(x) ~ 1/x* quand x — 0,
b

f(x) dx est convergente si & < 1, diver-
0
gente si o > 1.

'intégrale

Remarque. — On a les mémes résultats qu’en i)
b

et ii) respectivement pour les intégralesJ' f(x)dx
° ™ o}
et J f(x)dx.

Exercices-Exemples

E3 Déterminer la nature de 'intégrale

+ dx
3 Log x °
Pour tout x de Iintervalle [2, + o[ ona :

0< Logx < x



TESTS

donc

L’intégrale f ﬂx)_f étant  divergente
2
d’aprés la proposition 6.2.4 i), linté-
+ o

rale g
& 5 Log x
tion 6.2.1 ii)).

Déterminer la nature de l'intégrale

+ o X"
[ e
2 Xt 44

selon les valeurs de I’entier n.
x'l
x4+ x+ 1
continue et positive sur [Dintervalle

[2, + ool.
Lorsque x tend vers + o on a:

La fonction x — est définie,

n
il ~xn—3 - 1

x4+ x+1 st

D’aprés les propositions 6.2.3 et
6.2 4 i) on peut donc dire que Iintégrale

————— dx est convergente pour
J 5 + SR | gl

3 —n>1 c’est-d-dire n <2 et diver-
gente pour n > 2,

Déterminer la nature des intégrales suivantes.

rt+ oo

x2+x+3 I
Jy P+ )2 +2)
14 x dx

) =)+

1
i dx

Jo /x(x +3)
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sin x
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B sin\/)_cd
[ =&

0

T21
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z
a B w

J'o 2 dx
—=n/3 tgax
3
J Log (1 + x) i
0 X

1
I Log (cos x) T
0

+ o e_x
dx.
2
s 1 + x
1 2x
e
J_ 5T dx
cos X
gt
n/2 s
'[ 2 sin x s
x — 1
1
+
J' LO%xdx
2 X
+ o e *
dx.
e
J' 1 + e"d
-0 Y
x2 4+ x+3 1
Convergente, —(xz TG T2 ~
quand x - + oo
X 1
Convergente, _—(x Y PRy gz
quand x > — o .
1 1
Convergente, ~
Vx(x+3) /3
quand x - 0.
. 1 1
Divergente, m ~ an
quand x —» 0.
1 sinx 1
D te, ~ =
ivergente 2 T

quand x —» 0.



sin /X il

Convergente,
x Jx
quand x —» 0.
Divergente, 4 ~ %
fgsaXia X

quand x - 0.

Log (1
Convergente, —(—)g—(\/;—i) ~ \/)—c
X
quand x - 0.
Log (cos x) X

Convergente, >
quand x - 0.
1 4
nvergente, —— ~ 2¢”*
Cony gete,shx+] 2
quand x - + .
Convergente, % < 2Lx3
] pour x> 1.
C il
onvergente, <iond
g 14 x2
er i
n n —s | < e
Convergente, e Bl AN
pour x < 1.
COS X 1
Convergente, < .
g Ix“ TS |
Divergente, 2340 % > : =0

x—17x-1

n (" dx
pourl < x < = ,-[ x—_—Tdivergente.

D0 PO 6

2
Log x 1
Convergente, 5 < 2
pour x > 2.
ey 1
Convergente, — ~ —
s b
quand x —» 0,
9: < e
Jx
pour x> 1.
Divergente, Jah & ~ 2
X X
quand x —» 0.

6.3. Changement de variable et intégration par
parties

Les formules

b #
J‘ J(x)dx = I flo(0] ¢'(1) dt 0]

et

b b
I udo = [uv]} —J v du 2

a a

peuvent étre utilisées dans les cas d’extension de
la notion d’intégrale, elles s’interprétent alors ainsi :
Dans la formule (1), si I'une des intégrales est
convergente, ’autre ’est aussi et les deux intégrales
sont égales.
Dans la formule (2), si deux des termes sont finis,
le troisi¢me I’est aussi et ils sont liés par cette relation.

Exercice-Exemple

E 5 Déterminer la nature de I'intégrale
"% sin x
i
j LLEB
X
1
On pose :
1 :
U == dv = sin x dx
5%
d’ou
dx
du = — = V= —CoSX.
53

La formule d’intégration par parties nous
donne :

v "
“ sin x cosx|*®
AT |
L el

+wc

0S X

—j. 5= X
1

X

Lorsque x tend vers + oo, cos x/x tend
vers 0. Le terme [— cos x/x]{ ® est donc
fini.

On a d’autre part :
1

I 5.
X2

COSs x

1 , | ——
Vxell, + oof P

D’aprés les propositions 6.2.2 et

+ o0
6.2.4 1) lintégrale j cc;szx dx est

1
donc convergente. On en déduit que I’inté-
+c0
sin x ;
grale J % dx est elle aussi conver-
1

gente.

TESTS

Déterminer la nature des intégrales suivantes.

T J'l dx L
g2 i x + 1(x + 2)?




% x dx
IO x+DE-3)°

0
f (tgx + 1)dx.

-n/2

r /2
COoS X

——dx.
tg3 x E

v r/4
€ x2dx
J 1Logx'

nn/2

dx
] —sinx’

Convergente, on pose = x + 1,
1

1
Jie+ 1)t

Divergente, on pose
t+3
t+4)¢

quand t - 0.

=X =3}

~4—37 quand t - 0.

Divergente, on pose
t+1 1

_—~ = uand t » — 0.
1+ ¢t 1

t =1tgx,

SEGNGRS

G

Convergente, on pose ¢ = tg x,
1
Divergente, on pose t = x — 1,
(1EEs ) Siial!
Log(1+1¢) ¢

1
&% quand ¢t —» + o0 .

quand t > 0.

Divergente, on pose ¢ =

1
1 —cost 2

- X,

R

quand t - 0.

Convergente,

J’“’cost [sian]“"
R e L5
1 X 25c54 11

+o
+J sm2xdx,
1

2 x?

sin2 x| *® . (T®sin2x
e t fi
[ 5 ]1 est fini, L 2 dx est

convergente car on a fih e e b
R L R
Convergente,
it Logx , _[_Logx]"®
1 X T X 1
+
d
4
83
Log x

+wdx
- 0 quand x - + oo, J -
x

1

est convergente.



