1. Intégrale d’une fonction continue

Notations : Les fonctions f; g, F et G sont des fonctions numériques.
Sauf indication contraire a et b sont deux nombres réels tels que a < b.

1.1. Définitions

Etant donnée une fonction f définie, continue
sur un intervalle fermé [a, ] de R, soient
AI=1X0s"X1; X210ty Xy s Xae=D
une suite finie croissante et &, &,, ..., &, des nombres
réels appartenant respectivement aux intervalles

[x0, x5 [x 15 X2l, wves [Xn— 15 Xal-
Définition 1.1.1.
Le nombre
S =(x; — x0) (&) + (x; — x) f(&) + -

e 4 (,\'" == X,,..])f(ﬁn)

est appelé « somme de Riemann» de la fonction f
sur I’intervalle [a, b].

On désigne par 4 la plus grande différence entre
deux termes consécutifs de la suite x4, Xy, ..., X,_ 1, X,.

Théoréme 1.1.1.

Il existe un nombre / unique tel que la somme S
puisse étre rendue aussi proche que 'on veut de /
pourvu que la suite xg, Xi, ..., X,— 1, X, Soit choisie
avec 4 suffisamment petit.

Définition 1.1.2.

I est appelé intégrale de f sur l'intervalle [a, b].

b
[ est noté J f(x)dx et se lit «somme de @ a b

a

Remarque. — Si b est égal a a, toute somme de
Riemann de la fonction f sur l'intervalle [a, b] est

nulle :
S=(a—a)f(a)=0.

On a donc :

1=rf(x)dx=o.

1.2. Interprétation géométrique

Considérons une fonction f définie, continue sur
I’intervalle [a, b] et sa représentation graphique dans
un repére orthonormé.

ler cas. — f est une fonction positive (Fig. 1.1).

L’aire du domaine hachuré figure 1.2 est égale a
une somme de Riemann S de la fonction f sur I'in-
tervalle [a, b]. On démontre que lorsque le nombre
de points x; augmente indéfiniment et que 4 tend
vers zéro, cette aire tend vers 'aire # du domaine
limité par la courbe d’équation y = f(x), 'axe Ox
et les droites d’équation x = a et x = b (Fig. 1.3).

b
L’intégrale j f(x)dx est égale a laire 4.

2¢ cas. — f est une fonction négative.

b
L’intégrale j f(x)dx est égale a l'oppos¢ de

de f(x) dx ». I’aire # du domaine hachuré figure 1.4.
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3¢ cas. — [ prend des valeurs positives et des
valeurs négatives dans I'intervalle [a, b] (Fig. 1.5).

Soient P, et P, les demi-plans définis respecti-
vement par y >0 et y <0, on note A l'aire du
domaine limité par I'axe Ox, les droites d’équation
X =aetx=betla partie de la courbe d’équation
» = f(x) contenue dans P,, A’ I'aire du domaine
limité par Paxe Ox, les droites d’équation x = a
et x = b et la partie de la courbe d’équation y = f(x)
contenue dans P,.
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On a alors

b
Jf(x)d)(:.ft—.ft'.

1.3. Intégrales et primitives

Définition 1.3.1.

Une fonction F définie, continue et dérivable sur
une partic 4 de R est dite primitive d’une fonc-
tion f sur 4 si elle admet f pour dérivée sur 4 :

Vxed, F'(x) = f(x).

Exemple : F : x — x* est une primitive sur R de
a3 x2,

Théoréme 1.3.1.

Si une fonction f admet une primitive F sur une
partie 4 de R,

i) fadmet une infinité de primitives sur 4, ce sont
toutes les fonctions G définies sur A4 par :

G:x— Gx)=F(x)+C ou C est une constante .

ii) f admet une primitive et une seule sur 4 qui
prenne une valeur donnée y, en un point x, de A.

Exemple : Soit f: x >3 x% F:x x3 + 1 est la
seule primitive de f sur R telle que F(1) = 2.

Théoréme 1.3.2.

i) Une fonction f qui est définie et continue sur
une partie D de R admet une infinité de primitives
sur D.

ii) Si f est une fonction définie, continue sur I’in-
tervalle [a, b], la fonction G définie sur [a, b] par

G:x»——»jxf(t)dt

est la primitive de f sur 'intervalle [a, 5] qui s’annule
pour x = a.

Soient f une fonction définie, continue sur I'in-
tervalle [a, b], F une primitive quelconque de f sur
cet intervalle et G la fonction définie dans le théo-
réme ci-dessus, on a d’aprés les théorémes 1.3.1
etil3 124

Vx € [a, b], G(x)=F(x) + C
donc
Gb) =F@b) + C
G(a) = F(a)+ C =0,
d’ou
C = — F(a)
et

G(b) = F(b) — F(a) .

On obtient ainsi la formule fondamentale :

b
J f(x)dx = F(b) — F(a) |. (1)

On écrit aussi :
b
J S(x)dx = [F(x)]? = F(b) — F(a).

Exemple :

1
J3x2dx=[x3](’,=l—0=l.
0



1.4. Propriétés des intégrales

Soient f et g deux fonctions définies, continues sur
Pintervalle [a, 5] et k une constante réelle,

En appliquant la formule (1) et en utilisant les
propriétés des dérivées on obtient les propriétés sui-
vantes :

b b b
i) f [/ (x)+9g(x)] dX=J S(x) d-“"‘J g(x) dx
ii) j [&f (x)] dx=kj Sf(x)dx.

Si ¢ est un point de I’intervalle [a, b] 'application
de la formule (1) nous donne :

b c b
iii) J f(x)dx =J S(x) dx +J Sf(x)dx.

Si f est une fonction positive sur P'intervalle [a, b]
toute somme de Riemann de fsur [, b] est positive.
On en déduit :

iv) jf(x)dx?O.

En utilisant les propriétés i) et iv) on obtient
pour < g :

b b
V) J S(x)dx < f g(x) dx .

Supposons a présent b < a. On Pose par définition :
b a
[ 00 - - [ ey,
a b

La formule (1) et les propriétés i), i) et iii) restent
vraies.

Quels que soient les éléments c, d, e de linter-
valle [a, b] on peut écrire :

e d e
f F(x)dx = J 7o) dx f 1y
c c d

1.5. Primitives classiques

On note ff(x) dx et on lit « somme de Sf(x) dx »

toutes les primitives de f sur D, D étant Ia partie
de R sur laquelle / est définie et continue.

Si F est une primitive quelconque de f sur D,
on écrit symboliquement :

Jf(x)dx = F(x) + C,

C étant une constante.

On obtient a partir des dérivées des fonctions
connues le tableau des primitives.

D est précisée lorsque ce n’est pas R tout entier.

On rappelle les propriétés des primitives en
€crivant symboliquement :

f [/() + g()] dx = f S dx + f 9(x) dx
J[kf(x)] dx = k jf(x) dx .

r
jdx:.\‘+C.

¥ xa+l
JXd.\’—m-ﬂ-C

En particulier :

[l
X X
dx
f—‘=2 %+'C
b
J.Q=Log|x|+C
X
fe"dx:e"’+C.
Cr R
J(( d.\—Loga+C
jcos(wx+(p)dx=%sin(wx+(p)+C.

si ae @, a#t —1.
D dépend de la valeur de « .

D= R*.
D = R% .
D = R* .

si a>0,a#1.




J sin (x + g) dx = — = cos (x + ) + C.
J‘ d’: =J(l+tg2x)dx=tgx+C
cos? x
dx 2
—— = | (1 + cotg®x)dx = — cotgx + C
sin? x
dx
-[1+x2=Arctgx+C.
L:Arcsinx+c
1 — x?

=Log(x +/x*+ 1)+ C

ou Argshx + C.

=Log|x+/x*-1|+C

[ 7=
[ 7=

D=R—{§+hn,hez}.

D=R- {hn,heZ}.

D={xeR,[x|<1}.

D={xeR, |x|>1}

ou Argchx + C si x>1.
dx 1 1+ x l
==L (€; =R-{-
Jl—xz 2ogl_x+ D=R-{-11}
ou Argthx + C  si x| <1.
i S |
Remarque. — Dans la suite du livre, on ne préci- E
sera plus D ni dans les exercices-exemples ni dans 2 Calculer
les tests. On retiendra désormais que ce n’est pas HeNPTv
forcément R tout entier. I, = J e
o Cos’x
Exotclcos-Exomplos f;z Sfonction a intégrer est définie, continue
T
El Calculer D=R—{§+hﬂ,h62}.
I, = v[(4 x2 —5x + 1)dx. L’intervalle [0, /4] sur lequel on intégre
étant contenu dans D on peut calculer I,.
On applique la formule
La fonction x+—4x*> — 5x + 1 étant
définie, continue sur R tout entier, elle b "
admet d’aprés le théoréme 1.3.2 i) une I S(x)dx = [F(x)]; = F(b) — F(a)
infinité de primitives sur R. a
En utilisant les propriétés des primitives ;i SR
on peut écrire : et on obtient ainsi d’aprés le tableau de
primitives :
= 2 i,
I, = (4x)dx+j( 5 x)dx 12=[¢gx]3/4=¢gg—tg0
+Idx=4jx2dx—5fxdx+jdx soit
n/4
J‘ dxdi) i
soit d’apres le tableau de primitives pré- o cos’x
cédent :
x3 X3
IL =4=% -5+ x+ C
7 3 2 E3 Calculer
A O
=3X 3% xR Gy,



La fonction a intégrer étant continue
sur D = R% et Dintervalle [1,2] sur
lequel on intégre étant contenu dans D,
on peut calculer Iy. On a :

] At
e -—M+I-—dx
: 1x2 1\/;

soit

I [g] + 250

d’ou le résultat :

Jj <—$+—ﬁ)dx=2\/§—§.

Calculer

1
14=J e*dx.
0

En appliquant la formule

b
I S (x) dx=[F(x)]}=F(b)—F(a)

a

on obtient :
I, =[e7]i =¢e! —¢°

c’est-d-dire :

1
Ie"dx=e—l.

)

Calculer

1=J‘V§ dx
A TR

En appliquant la méme formule que
dans E, on trouve :

Is = [Arctg x]‘,/3

=Arctgf—Arctgl =-7-;—§
soit

Calculer

TESTS

La somme

4[5

est une somme de Riemann de la fonc-
tion f : x — x* sur Uintervalle [0, 1], elle
correspond au choix des points x, = 0,
xy=1/n, x,=2/n, ..., x,_,=m—1)/n,
x,=1et & =x pouri=12..n
On a donc d’aprés le théoréme 1.1.1 et
la définition 1.1.2 :

o I LAY
e (z) -

Calculer les primitives suivantes en précisant la
partie D de R sur laquelle la fonction figurant sous

le signe

est définie et continue lorsque ce n’est

pas R tout entier.

(1% = 2)dx.
():—5 - x"“) dx.
~x3’2 dx.

Jtdt.

(t + 52 — :—4)d1.
) 1
<4 cos 0 — AT 0) do.

cos4 xdx.

Ly
S

sin 21 + 1) dt.

3<cos3x— 12 )dx.
) cos® x
A
(z+e‘>dt.
J t
1
3* + )dx.
P I
7dx
[Ptz




Tl 3

T

dx
1'—cos2x

~‘~(1 + 2sinv)? dv.

Calculer les intégrales suivantes en vérifiant que
Iintervalle sur lequel on intégre est contenu dans
D, D étant définie comme ci-dessus.

r3
3 x* — 1)dx.
J2

ant/2

sin u du .
Jnr/3
am/4

5

0.
coszod

vyo
an/2
cosgd().
Yo

ant/3

sin 3 ¢tdr.
v /6

pn/2 %
cos (21 +Z>d"

- n/4
j o

n/3
L 1 + cosZ x’

— u*)du.

1

Jmsl + 12
jm 2dx

0 I—A

1

[, 7=

2

RO e
Montrer que

/IEE 2 + /n
n\/_

est une somme de Riemann de la fonc-
tion x — +/x sur un intervalle & définir.

En déduire la valeur de

A

n—++o n n

+\/71‘
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Calculer en utilisant les sommes de
Riemann

L= lim - Z o8 “——5—— k_l)"
n—+ o
n—1
L= lim 4

n=++w K=o n2 =+ kz'

L = lim

Yiasolee
neto (=1 /n? + k?

L= lim

n 1
n—+ o pz-"o /4n2 _pz"

L= lim Z P17
n—*+ o
On pose

nl4
do
e
0

cos?” 0’
1) Calculer I, et I,.
2) Calculer la dérivée de la fonction

sin 0
cos??tl ()

fi0—

et en déduire une relation de récurrence
entre [,, et I, ,.

Ixd—-2x+4C.
| 1

S e R e
x? 3.\'3+C R
2x32+C, D=R,.
232G i D= R

2

EaZon L4 cé paRtl

AT 33
4sin0-+cotg0+C, D=R—{hn,heZ}.

lsindx + C.
—jcos(2t+ 1)+ C.

sin3x —3tgx + C,

D=R—{§+Mﬁel}
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R

2Log|t| +¢e + C, D = R*.

g% % N
m-*"\/:\:'{'C, D =R%.

%Log }—i—; +C ou 7Argthx+C
D=R-{-11}.
— 4cotgx + C.

D=R—{hn,hel}.

3p—4cosv —sin2v+ C.

Log (I + ﬂ) ou Argshl.

5—4./2+Log2.

S est une somme de Riemann de la fonc-
tion xir /x sur lintervalle [0, 1].

: 2
[=j. \/;d\zj

n/2
2
j cosxdx =—.
n

0

(=

T

98 @

1
dx =
= ————— = Log(l 2).
.L J1 + x? o8 +\/)

; 2
L=j 3 dx=Log3
0
1) 10=;—‘, L =1
2)
fii0—

c0s2?*2 0+ (2 p+ 1) cos®” 0 sin’ 0
cos?2rtl) g

En utilisant la relation sin? 0=1—cos* 0
on obtient :

)=

2p 122
cos??t2 0  cos? 0

d’ou en intégrant les deux membres de
cette égalité sur lintervalle [0, /4] :

do
cos*?t20

n/4
[FOf* = Qp + I)J
0

n/4
=5 j
0
soit

Q2p+ Dy, —2p0,

3 n/4
fe sin 0 — o
cos??*1 0],

do
cos?? 0



