3. Equations différentielles linéaires du second ordre
a coefficients constants

On appelle équation différentielle linéaire du
deuxiéme ordre une équation de la forme

a(x) y" + b(x)y + «x)y = f(x).

Une équation différentielle linéaire du second
ordre A coefficients constants est de la forme
ay" + by + ey = f(x) ()]
ou a, b et ¢ sont des constantes données et f une
fonction donnée.
On associe a I’équation (I) I'équation sans second
membre
ay" +by' +cy=0. (I1)

3.1. Théoréme fondamental

On obtient Pintégrale générale d’une équation
linéaire du second ordre a coefficients constants en
ajoutant A une intégrale particuliére de cette équation,
Pintégrale générale de 1’équation sans second membre
associée.

En effet, soit y, une intégrale particuliére de I'équa-
tion compléte (I), y, vérifie

ayg + byo + cyo = f(x).
Effectuons le changement de fonction inconnue

Y=Y tu.
L’équation (I) devient
a(yg + u") + b(yg + u') + ¢y +u) = f(x)

et en tenant compte de I’hypothése y, solution de
’équation compléte, il reste

au’ + bu' + cu =0

donc u est solution de I'équation sans second mem-
bre (II), ce qui démontre le théoréme.

Remarque. — Ce théoréme s’applique aussi aux
équations linéaires du second ordre a coefficients
non constants et plus généralement a toutes les
équations linéaires quel que soit leur ordre.

3.2. Résolution de ’équation sans second membre
ay’ + by’ +cy=0. (11

On démontre que I’ensemble des solutions d’une
telle équation est un espace vectoriel de dimension 2.

Ainsi, lorsqu’on connait deux intégrales particu-
liéres linéairement indépendantes y, et y, d’une
équation linéaire du second ordre sans second
membre, I'intégrale générale de cette équation est
Cyy, + Cyy,, C; et C, étant deux constantes
arbitraires.

Pour déterminer ces intégrales particuliéres de
I’équation sans second membre, on cherche s’il

existe des solutions de la forme

y = e avec rcomplexe.
On a donc
’ rx
y =re
Y o= rter*

soit en reportant dans (II)
(ar* + br + c)e™* =0.

Puisque €™ ne s’annule jamais, r est solution de
I'équation du second degré

ar* + br + ¢ =0
équation qui porte le nom d’équation caractéristique.

On distingue trois cas suivant le signe du discri-
minant :

1) 4 = b?> — 4ac > 0, 'équation caractéristique
admet deux racines réelles distinctes r, et r,.

Le rapport des deux solutions e"* et e"* n’est
pas constant, l'intégrale générale est

yi= Cy et C, ef*
C, et C, constantes réelles.

2) 4 = b* — 4ac = 0, I'équation caractéristique
admet une racine double r, = r, = — b2 a,

exp|— i3 x ) est solution de I’équation différen-
2a

tielle. La recherche des solutions sous la forme

y = €™ conduit 4 un seul vecteur de base pour

I’espace vectoriel des solutions qui est de dimension 2.

b b ;
On vérifie que xexp|— 5—x) est un deuxiéme

2a
vecteur indépendant du premier qui compléte la
base.
L’intégrale générale est

b
y=(Cy x + C,)exp (—ﬁx)

C, et C, constantes réelles.

3) 4 = b®> — 4ac < 0, I'équation caractéristique
est a coefficients réels, elle admet deux racines
complexes conjuguées « + iff (« partie réelle et f
partie imaginaire des racines).

Les fonctions e®*/* et e®~i* forment une base

de I'espace vectoriel des solutions. On a donc
y = (K, e#* + K, e71#¥)

et d’aprés les formules d’Euler

y = e*[(K; + K;) cos fx + i(K; — K,) sin fix] .
Pour obtenir des solutioris réelles, on doit prendre
K, = K,.

D’ou la solution générale :

y = e*(C, cos fx + C, sin fx)

C, et C, constantes réelles.



Remarque. — Lorsque 4 est négatif, on préfére,
dans la résolution des problémes physiques, exprimer

la solution sous la forme :
y = Ce*cos (Bx — @)

C et ¢ étant des constantes réelles arbitraires ;

C représente une amplitude et ¢ un angle de dépha-

sage.

En utilisant les formules de transformation trigo-

nomeétrique la solution
y = Ce*cos (fx — ¢)
s’écrit
y = Ce**(cos Bx cos ¢ + sin fx sin @) .

Les relations liant C, ¢ et C,, C, sont donc :

G,
Ccos ¢ = C, 8o =&
1
Csing =C, G2 = G +GR
Exercices-Exemples

Résoudre y" —5y" + 6y = 0.

L’équation caractéristique associée est
rP—5r+6=0.

Les racines de cette équation du second degré sont

rn=2 e rp=3.
L’intégrale générale est
y'=Cye** £ Cye¥,

C, et C, constantes arbitraires.

Résoudre 4y" + 4y +y=0.

L’équation caractéristique associée est
4r’ +4r+1=0
1

qui admet une racine double ry = r, = — 3.
L’intégrale générale est

y=(C,x+ () By

C, et C, constantes arbitraires.

Résoudre y" +y' +y =0.

L’équation caractéristique associée est

rr+r+1=0.
1

Les racines complexes conjuguées sont — = + i

L]

donc

o= —

! et ﬁ=§.

(S]]

B

2

L’intégrale générale est

y =

2

3
e 2 (Cl cos——‘é—:x + C, sin ﬂ )

C, et C, constantes arbitraires.
Ou encore

y = Ce ¥ cos (4,\: —xp) ;

C et ¢ constantes arbitraires.

TESTS

Résoudre

1

T

[T

Réponses

@
@

Y +y -2y=0.

Y42y +5y=0.

93 + 6y + v =00 =30 = 1.
Yy —4y=0.

Yo+ 4y =050 = 1Lyw = - 2.
Y 44y =0.

Y désignant une fonction de la variable ¢,
soit I’équation différentielle
2:¢

Y'-2Y +Y=—_
tr=aem
1) Vérifier que la fonction
el
Yo = 197

est une solution de (1).
2) Résoudre I'équation (1).
3) Déterminer la solution de (1) que
I’on désignera par y(f) et qui est telle
que y(0) =1 et y'(0) = 0.
Soit I’équation différentielle

Y +2y +y=2e*. (1)

1) Vérifier que la fonction po(x) = x? e~
est solution de (1).

2) Résoudre I’équation (1).

3) Déterminer la solution de (1) telle
que y(0) =3 et y'(0) = 1.

y=Ce*+ Ce ¥,

y=e*Cycos2x + C,sin2x).
ou y=Ce *cos(2x — ¢).



y=Q2x+3e ¥,
y=C e¥* + Cye™ %,

y=co82x —sin2x.

PEEEE

y=C; + C,e %,
ve

Yo() = ——

o) 1+

i) = e 2¢te

() =

T+¢ (+0°

Y, (2) vérifie la relation (1).
Sans second membre, 1’équation admet
la solution

(Cyt+ Cye.

En appliquant le théoréme fondamen-
tal, (1) admet pour solution

= l !

Y = (C,t+Cz+l—_H)e
y0)=1=C,=0

‘o) — SRS S ME

y(O)—0=>C,—0douy(t)—1+I.

D yo(x) = 2x — x?) e
Vox) =2 —4x + x)e *.

2) La solution générale de (1) est :
y=2+Cx+ Cye=*.

3) Les conditions y(0) = 3 et y'(0) = 1
donnent C; =4etC, = 3

y=(@x*+4x+3)e*.

3.3. Résolution de I’équation compléte

Pour avoir la solution de I’équation compléte,
il faut ajouter a la solution générale de 1'équation
sans second membre une solution particuliére de
I’équation compléte.

Dans la plupart des exemples physiques, le second
membre est une fonction simple et la solution parti-
culiére de I'équation compléte s’obtient directement
(§3.3.1a3.3.5).

Dans le cas général, il faut appliquer la méthode de
variation des constantes (§ 3.3.6).

3.3.1. CAs OU LE SECOND MEMBRE EST UN POLYNOME
DE DEGRE n

L’équation s'écrit
ay” + by' + ¢y = P,(x).

Si ¢ # 0, on cherche une intégrale particuliére sous
la forme d’un polynéme de degré n.

Sic = 0eth # 0, on cherche une intégrale parti-
culiére sous la forme d’un polyndme de degré (n + 1).

Sic = Oetb = 0, 'équation se réduita ay” = P,(x)
et ’on intégre deux fois successivement.

Exercice-Exemple

Résoudre
Y +y -2y=2x*-3x+1.

L’équation sans second membre gz” +y —-2y=0
a pour équation caractéristique r* + r — 2 = 0 qui
admet les racines réelles 1 et — 2.
L’intégrale générale de I'équation sans second
membre est
Cie* +Cyre 2>,

.Le second membre est un polyndéme de degré 2 et
la constante ¢ n’est pas nulle. On cherche une solution
particuliére de I’équation compléte sous la forme
d’un polyndéme de degré 2 a coefficients indéter-
minés

2| y=ax*+pfx+y
y = 2ux + B
1]y'= 280

Plagons les multiplicateurs 1 pour y”, 1 pour y’
et — 2 pour y en faisant bien attention a I’ordre.
On obtient
Y+y —2y=—-2uax>+(—2p+2a)x

—2y+B+2a=2x2-3x+1
égalité valable quel que soit x.
Soit en identifiant les termes de méme degré
=24 =2
—28+2a= -3
-2y +B+2a=1
a=-1  pf=4% et y=-%.

La solution particuliére de I'’équation compléte

est donc
-x*+4x-3.

La solution générale de I’équation différentielle

proposée est, d’aprés le théoréme fondamental

y=Ce"+Cre?*—x2 +ix-3,

[E Résoudre

YV 4y +2y=2x*-x+3.

L’intégrale générale de I’équation sans second
membre est

7 7
Rz (C, cosix + C, sin\/T—x) i

2



Le coefficient ¢ n’est pas nul, on cherche une
solution particuliére sous la forme d’un polynéme
de degré 2, a coefficients indéterminés

2 y=ax?+Bx+y

LY Byt = 2ux + B

L1y = 2:2
On obtient

YV 4+y +2y=2ux>+Q2f+20)x
+27y+B+2a=2x*—-x+3.
Et en identifiant
a=1 f=-3 et y=3.

La solution particuliére de I’équation compléte

est donc
x2—3x+3.

La solution générale de I'équation différentielle

proposée est

7 T
Tl (C, cosix + C, sin i,\)

2 2

A v g
3 % 2x+4.

Résoudre y" +2y = x*> —4x + 3.

L’intégrale générale de I’équation sans second
membre est

C, + Ce %,

Le terme en y ne figure pas dans I’équation diffé-
rentielle puisque le coefficient ¢ est nul. On cherche
alors une solution particuliére sous la forme d’un
polynéme de degré 3 & coefficients indéterminés

O y=ax>+px> +9x +6
2|y = 3ux? +2Bx +y
1 ayis 6ux +2p.

La constante § disparait ainsi de la solution parti-

culi¢re; elle était déja dans la solution générale

de I’équation sans second membre sous I’écriture C,.
On obtient

6ux? + (4B +6x)x +2y+2p=x>—4x+3

et en identifiant

6x =1
4B+ 6x= -4
;i 29+ 28=3
soit
a=t, B=-} e y=4.

La solution particuliére de I’équation compléte
est donc

¥ =dxd 4 Yx:

=
»

La solution générale de I'équation différentielle
proposée est

y=C +Coe > +1x3 —4x2 4 Ly,

Résoudre y" = x* + x — 3.

Les termes en y et ' ne figurent pas dans I’équation
différentielle puisque les coefficients ¢ et b sont nuls.
On intégre successivement deux fois

3 x2

y’=T+—§-—3x+Cl
ol
y—l—+?—ix +Cix+C,.

La solution de cette équation différentielle du
second ordre dépend bien de deux constantes arbi-
traires.

Remarque. — On pourrait utiliser la méme
méthode que dans les exemples précédents, mais
cela serait plus lourd. En effet » = 0 est racine
double de I’équation caractéristique donc

y=C+Cx

est solution de I’équation sans second membre et la
recherche des solutions particuliéres de 1’équation
compléte devrait s'effectuer sous la forme d’un
polynéme a coefficients indéterminés du quatriéme
degré ax* + Bx® + yx2.

TESTS
Résoudre
Y =2y +5y=x2.

2
2—:—;‘;+ %+y=x1—x+54

Y =2x>=-3x+1.

On considére I'équation différentielle

- — - — O
w N i o
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|

=

I

=

N

YV+y=x*+x2+x+1.

a) Intégrer cette équation différentielle.
b) Déterminer la solution de cette équa-
tion s’annulant pour x = 0 et x = 7/2.

Réponses

e*(Cycos2x + C,sin2x)
+3x? + A x i35,
Cie™* + CyeT™?
+x2—Tx+22.

b
I

~
I



@ y=C, +C,e*—4x*—x* - 2x.
2

@ y=éx“—%x3+x7+C,x+C2.

@ y =Acosx + Bsinx

+x34+x2—-5x—1
Y0 =0=>4=1
2

o5)-0-2- -5
3.3.2. CAS OU LE SECOND MEMBRE EST DE LA FORME
e"™ P (x), meR, P, POLYNOME DE DEGRE n
L’équation s’écrit
ay’ + by’ + cy = "™ P,(x).

On se raméne au cas précédent (§ 3.3.1) en effec-
tuant le changement de fonction inconnue

y=e"z,

Eg Résoudre y" —y' —2y = x*e 3

Posons
S 0Lyt e 3% 2
—1|y=e3-3z+2)
1|y =e309z—-62z +2").
L’équation devient :

e 32" =72 4+ 102) = x>

]

ou en divisant par e 3* qui est différent de zéro
pour tout x :

2" —72 410z = x*

équation a second membre polynomial qui admet
pour solution particuliére

D10 14 78
Z=1* *100* * 1000
L’équation proposée admet donc pour solution
particuliére z, e 3* et en ajoutant la solution générale
de I’équation sans second membre, on obtient :

y=Ce* + C,e™*

(NS P PRIy
+<EX +mx+—1000>e B

Remarque. — Au lieu de chercher une solution
particuliére de I’équation en z, on peut chercher la
solution générale de cette équation. Il suffit d’ajouter
a la solution particuliére z,, la solution générale de

+ 1,

I’équation sans second membre, ce qui donne :
z=C,e% + C,e¥* + z,
et en revenant en y, on retrouve :
y=Cie* + Cre > F.z5e73%,

Cette méthode est particuliérement indiquée lorsque
I’équation se réduit a la forme z” = g(x) (cf. E,,).

Eg Résoudre
y'—y —6y=ex2-x+1).
On pose
—6| y=e 2z
—1|y=e-2z+72)

1|y =e?@dz—-4z +72").
L’équation devient, aprés simplification par e~ 2*
-5z =x—-x+1.
Elle admet la solution particuliére

g L < BT )

Zo = ~1—5x o 50 X mx .
L’équation proposée a donc pour solution :

y=C,e"% +C, e¥

+<—lix3+ix2 & )e'z".

5 507 . 125
E10 Résoudre
y' =4y +4y=(x* — x)e**.
On pose
4| y=¢e**z
-4 |y =e*Q2z+ 2

1|y =e*@dz+4z7 + 2.
L’équation devient
2" =x% —x
équation dont on obtient la solution générale en
intégrant deux fois :

bt
Z=ﬁ_z‘+clx+C2.

L’équation donnée a donc pour solution

4 3
y=(’1‘—2—%+ OP% T c,)e“.

Remarque. — Dans le cas particulier ou le poly-
ndéme P, se réduit a une constante, le second membre
est de la forme A4 ™. Si m n’est pas racine de I'équa-
tion caractéristique, on obtient trés simplement une
solution particuliére en cherchant y, sous la forme



A e™*. Par contre, si m est racine de I’équation carac-
téristique, €™ est solution de 1’équation sans second
membre et il faut utiliser le changement de fonction
inconnue y = ™ z

Ell Résoudre y" +2y —3y=e2*,

— 2 n’est pas racine de I’équation caractéristique.
On cherche y, sous la forme Ae~2* ce qui donne :

4rA-—41A-3Ne>*=¢2 et A=—%

Yo = — +e72* est solution partlcuhere de I’équation
compléte et la solution générale s’écrit :

y=Cie 3 + C,e* — e,

-

E12 Résoudre y" —y' —2y =3e

— 1 est racine de I’équation caractéristique.
Posons

=2 | y=e¥z
=11y =e%-2+2)
1|y'=eXz-22 +2").

Apres simplification par e ™%, il reste :
2'-32'=3

qui admet la solution particuliére — x.
L’équation donnée admet — x e ~* comme solution
particuliére et la solution générale s’écrit :

y=C,e™* + C,e** — xe*,

TESTS
Résoudre

T14 Y=y +y=xte*,

Tls y'=2y'—3y=xe"*.

T16 4y”+4y'+y=xe""’2.

T, P hy ey meTAx

T18 Y +3y —4y=c¢*.

'T19 9y =6y +y=¢e",

Ty VI+3y =xe 3,

T21 YV +2y +y=4e*,

@@999 B @9

Intégrer 1’équation différentielle
Vo= Amy 40y =6

lorsque m est un paramétre compris
entre — let + 1.

Etudier les cas particuliers m = + 1
etm= —1.

3 3
y = e*? (Cl cos—\é—x + C, sin£x>

2
+GxP+ix+dHe >,
y=(—4x*-4x+C)e?*
+ C, ¥

y=e"‘/2<x—3+c x+C>
24 a)

3 SRIVE]
y =e ¥ (C, cosl—_x + C, sinix>

2 2
+ e 2,

y=GEx+C)e* + Ce™*

y=Gsx*+ C;x + C,)e*3,

y=C—@Gx*+ix+ C)e ™,

y=%e*+(C;x + Cye ™.

Bl 7 1 & )+e X(C, cos\/l—_mzx
+Czsm\/1——mx) si |m| <1

=Z+(C,x+C2)e *sim= —1

y="7 +(Cx+Clessim=1.

~



