Daniel ALIBERT

Séries numériques. Séries de fonctions. Séries entieres.
Séries de Fourier.

Objectifs :

Savoir déterminer la convergence d'une série ngueériCalculer une
valeur approchée ou déterminer l'expression ex@det&a somme d'une
série. Connaitre les notions de convergence pdigtusnvergence
uniforme, convergence normale, d'une série de ifmmet Etudier la
convergence d'une série entiere ou d'une série aleieF, et les
propriétés de sa somme. Utiliser les séries estietede Fourier pour
résoudre divers problémes : calcul d'intégrale,mation d'expressions,
résolution d'équations différentielles, développentiune fonction.



Organisation, mode d'emploi

Cet ouvrage, comme tous ceux de la série, a égucamvue d'un usage
pratique simple.

Il s'agit d'un livre d'exercices corrigés, aveqelp de cours.

Il ne se substitue en aucune facon a un cours deématiques complet,
il doit au contraire I'accompagner en fournissas eixemples illustratifs,
et des exercices pour aider a I'assimilation duscou

Ce livre a été écrit pour des étudiants de premgészconde années des
Licences de sciences, dans les parcours ou les¢matigues tiennent
une place importante.

Il est le fruit de nombreuses années d'enseigneraeptés de ces
étudiants, et de l'observation des difficultés Igufiencontrent dans
I'abord des mathématiques au niveau du premiee ces universités :

- difficulté a valoriser les nombreuses connaiseamathématiques dont
ils disposent lorsqu'ils quittent le lycée,

- difficulté pour comprendre un énonce, une débnit dés lors qu'ils
mettent en jeu des objets abstraits, alors que¢ lelesature méme des
mathématiques de le faire,

- difficulté de conception et de rédaction de marments méme
simples,

- manque de méthodes de base de résolution ddemeh

L'ambition de cet ouvrage est de contribuer a olidion de ces
difficultés aux cbtés des enseignants.

Ce livre comporte quatre parties.

La premiére, intitulée "A Savoir", rassemble ledirdéons et résultats

qui sont utilisés dans les exercices qui suiverie Be contient ni

démonstration, ni exemple.

La seconde est intitulée "Pour Voir" : son réle dst présenter des
exemples de toutes les définitions, et de tougdesltats de la partie



précédente, en ne faisant référence qu'aux coanass qu'un étudiant
abordant le chapitre considéré a nécessairemeatreiggontré (souvent
des objets et résultats abordés avant le baccatqut& moitié environ
de ces exemples sont développés complétement, @olairer la
définition ou I'énoncé correspondant. L'autre ndodst formée d'énoncés
intitulés "exemple a traiter” : il s'agit de quess permettant au lecteur
de réfléchir de maniere active a d'autres exemples proches des
précédents. lls sont suivis immédiatement d'exiptina détaillées.

La troisiéme partie est intitulée "Pour ComprendteUtiliser" : des
énoncés d'exercices y sont rassemblés, en réféaedes objectifs. Ces
énoncés comportent des renvois de trois sortes :

(©) pour obtenir des indications pour résoudre lastjoe,

(&) lorsqu'une méthode plus générale est décrite,

(&) renvoie a une entrée du lexique.

Tous les exercices sont corrigés de maniere treslldé dans la partie
3-2. Au cours de la rédaction, on a souvent mépau lecteur qui
souhaiterait approfondir, ou élargir, sa réflexiodes questions
complémentaires (QC), également corrigées de fdétaillée.

La quatrieme partie, "Pour Chercher", rassemble inelcations, les
méthodes, et le lexique.

Certains livres d'exercices comportent un grandbrerd'exercices assez
voisins, privilégiant un aspect "entrainement” diensavail de I'étudiant
en mathématiques. Ce n'est pas le choix qui aaéteif: les exemples a
traiter, les exercices et les questions complénrestaroposés abordent
des aspects variés d'une question du niveau du2ldelsciences pour
I'éclairer de diverses manieres et ainsi aiderc@sgréhension.

Le lecteur est invité, a propos de chacun d'entre & s'interroger sur ce
gu'il a de général (on I'y aide par quelques contaies)



Table des matiéres

1 A Savoir
1-1 Séries numériques

1-2 Suites et séries de fonctions .........ccceeeee.. 15
1-3 Séries entieres

......................................... 19
1-4 Séries de Fourier .......coccevveeeieni . 23
2 o0 18| S Yo 11 SRR 33

2-1 Séries numérigues

2-2 Suites et séries de fonctions ..........cccee.... 63
2-3 Séries entieres

......................................... 73
2-4 Séries de FOUTer .......ccoeeeevvvvvens i eeeeenn 19
3 Pour Comprendre et ULIlISer ............coocaecceeeeeevnnnnns 85
3-1 ENONCés des eXerciCeS .......covvvvrvvrvennn. 85

3-2 Corrigés des exercices..

3-3 Corrigés des questions complementalres . 145
4 Pour Chercher

4-1 Indications pour les exercices................151
4-2 Méthodes

4-3 Lexique



A savoir 5

14 A Savoir

Dans cette partie, on rappelle rapidement les ipéhes définitions et les
principaux eénonceés utilisés. Vous devrez vous eéfarvotre cours pour
les démonstrations.

Vous trouverez des exemples dans la partie 2*Poir V

1-1 Séries numériques

Définition
Soit (4,) une suite réelle ou complexe.
Pour chaque n, soit :
SiTWwt+w+ ...+
On dit que lasérie de terme générall, ou la sérieZun, converge si la

suite (§) converge. Dans ce cas, la limite S est appeléerfanede la
série de terme général.Wn écrit :

+00
S= Zun.
n=0

# Etudier une série, c'est donc étudier la convemged'une suite
particuliere, (§), a partir d’'hypothéses portant sug)(u

# La suite, et la série, peuvent n'étre définiesppie N> ng.

# On ne change pas la convergence d'une série effianbdin nombre
fini de termes. Par contre, en général, on modhifiealeur de sa somme
si elle existe.

# Si la série converge, alors,Juend vers 0.
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# L'ensemble des suites termes généraux de sémeergentes est un
sous-espace vectoriel de I'espace des suites.

# L'application qui a une telle suite associe lamame la série est une
application linéaire.

# Dans le cas d'une série dont le terme géngrakucomplexe, on voit
qu'elle converge si et seulement si la série dadagénéral Ref) et la
série de terme général Imjwconvergent toutes deux.

% On étudie donc dans la suite seulement les s&adiss.

Définition

Soit (u,) une suite réelle. On dit que la sérE:un est absolument

convergentesi la sérieZ|un| est convergente.

Théoréme

Toute série réelle absolument convergente est cgente.

#% La réciproqgue n'est pas vraie. Les séries conmeggemais non
absolument convergentes sont appedéesi-convergentes

# Le théoreme justifie limportance particuliére @ci®e aux séries
réelles a termes positifs.

# Une série de terme générglpositif est convergente si et seulement si
la suite :

Si=wt ...+
est majorée. Dans ce cas, la somme de la séili@ lestne supérieure de
I'ensemble des valeurs dg S

Prposition

Soient () et () des suites réelles positives tendant vers OeSsaites

n

sont équivalentes lorsque n tend vers [linfini,ralda sérieZu

converge si et seulement si la séf}e v, converge.
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# Dans la pratique, pour étudier la convergenceedaérie positive, on

peut remplacer son terme général par une suiteaquie.

Proposition

- 1 . . : .
La serlez—a, oua est un reel, converge si et seulement sil
n

# Pour qu'une série positinun converge, il suffit qu'il exister > 1

tel que la suite @uy,) soit majorée.

Regles usuelles de
convergence

Soit (4,) une suite de nombres réels ou complexes.
Régle de Cauchy : Si la suite,|fd" a une limite L, alors si L < 1 la sé

Zu” est absolument convergente et si L > 1, la sétieigergente.

U, . .
Regle de D'Alembert : si la sui J|1|" a une limite L, alors siL <1
n

re

la

série ZUn est absolument convergente et si L > 1 la série es

divergente.

Définition

On appellesérie alternéeune série réelle dont le terme général est
forme :

(-=1)un

de la

la suite (i) étant décroissante, et tendant vers 0.

Théoréme

Toute série alternég U, est convergente.
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Posons pour tout n :
Si=Wt ... U,

la somme S de la série alternée vérifie pour tout m
Som +1 = S< Sm

Proposition

Soit f une fonction réelle, définie sur [ash décroissante et telle que:

lim(f(x)) =0
quand x tend vers l'infini.
Alors l'intégrale :

Lﬂmm

et la sérieZ f(n) convergent ou divergent simultanément.

Définition

Soit (4,) une suite telle que la sérEun converge, et soit S sa somm

Pour tout entier naturel n, posons=Sy + ... + U,
On appellageste d'ordre n de la série le nombre :

e.

Rn=S-&

Majoration de restes

#% Dans le cas d'une série alternée, la valeur absdlu reste e
inférieure a la valeur absolue du premier termeig€gun+1).

# Dans le cas d'une série vérifiant le critere dedBiy, avec :
(un¥n<k<1,pourn>N
la valeur absolue du reste d'ordre n vérifie :

kn+l
< .
R 1-k

& Dans le cas d'une série vérifiant le critere ddéedhbert, avec :
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bl

Jud

pour n > N, la valeur absolue du reste d'ordrerifigé
1
< —

# Dans le cas ou on a comparé la séEf(n) avec l'intégral

D

I f (x)dx, le reste vérifie les inégalités :
a

jz (X)dx< R < L+f°° (x)dx.

Groupement de termes

Soit@: N —. N une application strictement croissante.
Soit Zun une série. On lui associe la série de terme généra

Vo=l t ... ¥+ Uyo)y Vn = Ugn-1)+1 1 ... + Uyn)
obtenue en sommant "par paquets"”.

Si@n + 1) —@(n) est borné et siiend vers 0, alors SZ:vn converge,

la sériez u, converge egalement, et les sommes sont égales.

#% Le cas 2 s'applique souvent lorsqu'on regroupgyaquets de méme
longueur (sauf peut-étre le premier).
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1-2 Suites et séries de fonctions

Définition

Soit E un ensemble. On appebeite de fonctionssur E a valeurs
complexes toute application de N dans F(E, C).

# Une suite de fonctions définit donc pour chaquigeem une fonction,
notée par exemple,fde E dans C.

# Si, pour tout n et tout x de E,(X) est un nombre réel, on dira que la
suite de fonctions est reelle.

# Une suite de fonctions peut étre définie a padtun entier p
seulement, et non a partir de 0.

Définition

Soit E un ensemble, et Juune suite de fonctions sur E a valeurs
complexes. On appelkerie de fonctionsde terme général,ua suite de
fonctions sur E définie pour tout n par :

Si=WwtUt...+1Lh.

# |l se peut que la suite {usoit définie seulement a partir dg Bans ce
cas, il en est de méme pour la série.
# On parle souvent, par abus, de :

"la sérieZun.“

Définition

Soit F une partie de E, et juune suite de fonctions sur E. On dit que

cette suiteconverge simplemeniou ponctuellemen) sur F, si pour tout
x de F la suite (1{x)) est convergente.

# L'ensemble de convergence simple (ou ponctueidd guite est :
P ={x0OE | (y.(x)) est convergente}.
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% La fonction limite de la suite {uest la fonction u définie sur P par :
u(x) = lim(wn(x)).

Définition

Soit A une partie de E, etfuune suite de fonctions sur E. On dit que
cette suiteconverge uniformémentsur A vers la fonction u, si :

Oe>0,0N,NOIN,OxOA n>N= [Jh(X) — uX)|K €.

# Ici, ||z]| désigne la norme du complexe z.

# On voit que A est une partie de I'ensemble de emance ponctuelle,
et que sur A, u est la limite de la suite.

# Une série converge simplement (ou uniformémenta suite notée
plus haut (g converge simplement (ou uniformément).

# Pour x appartenant a I'ensemble de convergencdysiie de la série,
on peut parler du reste dordre n, ce qui défimhadune suite de
fonctions sur I'ensemble de convergence ponctdella série.

#% Une série de fonctiongun converge normalementsur une partie A

s'il existe une série numérique convergeiéan a termes positifs ou

nuls telle que pour tout x de A :

[[thCGOIl < an.
# Lorsqgu'une série converge, la limite dg) @sst la somme de la série.
Cette fonction est notée :

+00
S,
0

# Si une série converge simplement (resp. unifornrmémealors son
terme général converge simplement (resp. uniforrménvers 0.
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#% Si une série converge simplement sur A, alors elb®verge
uniformément sur A si et seulement si la suite e restes tend vers 0
uniformément sur A.

Proposition

Avec les notations utilisées ci-dessus, les énonedisants sont
équivalents :

# La suite de fonctions {uconverge uniformément vers u sur A,
# La suite réelle positive :
sup(|lu(x) — u()ll, xd A)
converge vers 0,
# Il existe une suite de nombres réels positifg), @ui converge vers 0,
un entier N, tels que pournN, et x[J A, on ait :
[[th(X) = UX)II< an.

Théoréme

Si une série converge normalement sur une partedoks elle converge
uniformément sur A.

#% La somme et le produit de suites de fonctions cpmvergent
simplement sont des suites de fonctions convergeeate

lim(up + V) = lim(uy) + lim(vy)

lim(un x vp) = lim(uy) x lim(vy).
# Ces énoncés sont encore vrais pour la convergamfmerme si de plus
les fonctions limites sont bornées sur la partiesaerée.

Théoréme

Soit | une partie de R. Soitfuune suite de fonctions réelles sur I. Sait A
une partie de I. On suppose que les propriétésusias sont vérifiées :
#% Pour tout n, la fonctionest continue sur A,

# La suite converge uniformément sur A.

Alors la fonction limite est continue sur A.
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#% La somme d'une série uniformément convergente afetibns
continues est une fonction continue.

Théoréme

Soit | = [a , b] un intervalle de R. Soitjuune suite de fonctions
continues sur I, uniformément convergente sur lirdiée u. On a:

Iim(ﬁjn(x)dx) =j51(x)dx

a

% Si Zun est une série uniformément convergente de forstion

continues sur I =[a, b], alors :

5 [0 = [ o
Théoréeme

Soit | un intervalle de R. Soit Quune suite de fonctions de classesOr
I, convergente en au moins un point de |, de limit®©n suppose que|la
suite des dérivées {yu'converge uniformément sur tout intervalle fermé
borné contenu dans |, et que sa limite est v.
Alors la suite (4) converge uniformément sur tout intervalle fernoénié
contenu dans |. Sa limite u est dérivable, et :

u'=v.

# Une sérieZ:un de fonctions de classé Qui converge simplement en

au moins un point, et dont la serie des dériv%lsu’n converge

uniformément sur tout intervalle fermé borné, cageeuniformément
sur tout intervalle fermé borné, vers une fonctiénvable, et :

@un)’:Zu'n.
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1-3 Séries entieres

Définition

On appellesérie entiereune série de fonctions dont le terme général est
de la forme :

Un(X) = ax".

# Les nombres (réels ou complexesyant appelés leefficientsde la
série entiére.
# On étudie les séries entieres dans le cadre damable complexe.

Proposition

Soit z un complexe tel que la suitg,£g") soit bornée.
Alors pour tout complexe z tel que ||z|]| <lll|zZa sérieZ az es

absolument convergente.

Pour tout réel k vérifiant 8 k < 1, la série est normalement convergente
sur I'ensemble (disque fermé) des complexes ziaérif

|Iz]I= k-[|2]l-

% Le nombre g peut étre tel que» a z, converge.

Définition

D

Le rayon de convergencede la série entiérez a,z' est la born

supérieure de l'ensemble des réels positifs rgeésla suite (@") soit
bornée.

# Si lI'ensemble des réels r n'est pas majoré, omuibt le rayon de
convergence ests:
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Théoréme

Soit R (fini ou infini) le rayon de convergenceldesérie entiérez az'

Si R =0, la série ne converge que pour z = 0.
Si R# 0 est un réel, la série est absolument convergamie ||z]| < R
divergente pour ||z|| > R, et elle converge normaeig sur tout disque
fermé ||z|kr < R.
Si R est infini, la série est absolument convergembur tout z, et
converge normalement sur toute partie bornée de C.

#% Si R# 0, le disque ouvert défini par ||z|| < R est appeldisque de
convergence de la série entiere. L'intervalle auderIR, |- R, R[ est
appelé l'intervalle de convergence.

# On détermine souvent le rayon de convergencerearggiant que si le
quotient :

S
a,

. 1 .
a pour limite L, alors le rayon de convergence-l_esavec la convention

gue si L =0, le rayon est infini, et si L est mé, le rayon est 0.
# Attention, la réciproque de cet énoncé n'est paigVv

Proposition

# La somme d'une série entiere est continue sutirgervalle (ou son
disque) de convergence.

# La somme d'une série entiéE a,Z' est dérivable sur son disque de

convergence, et sa dérivée est la somme de IaEﬁqz‘“‘l.

% Les sériesz az et Z naZ"" ontle méme rayon de convergence.
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# Dans le cas complexe, on dit qu'une fonction désivable en gsi le
quotient :
f(z) - f(%)
-4
a une limite quand z tend vers z
% En généralisant, on voit que la somme d'une séntére est

indéfiniment dérivable, et que toutes les dérivéesle méme rayon de
convergence que la série.

Définition

Soit | un intervalle ouvert contenant l'origine,faeine fonction définie
sur |, a valeurs dans R. On dit que f développable en série entiere
sur | s'il existe une suite réellg, aelle que pour tout x de | on ait :

f(X) = +Z.oanx”.
n=0

# S'ils existent, les coefficientg aont donnés par :
_1lom
a, = " f*(0).

En patrticulier, ils sont uniques.
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1-4 Séries de Fourier

Définition

On appellesérie trigopnométrique une série de fonctions dont le terme
général est de la forme :
un(X) = &, cos(nx) + R sin(nx), sin >0,
Ug(X) = &/2, h =0,
ou (g) et (k) désignent des suites de nombres réels (ou copg)lex
définies pour re 0.

# Lorsqu'une série trigonométrique converge, sa sesiacrit :
% + Z (an cosfix) + b, sin(nx))
n=1

# On utilise également une écriture complexe desiesér
trigonométriques. En posant :
a,—I a, +ib
Cn — n QW , C_n — n n
2 2

,n=0

on obtient :
N N
% + Z (&, cosx) + b, sin(x)) = Z c.e™.
n=1 n=-N

# Notons que si la série trigopnométrique est réallas :

C.,=C,.
# L'ensemble de convergence ponctuelle d'une sigmnbmeétrique est
invariant par une translation deg2t sa somme estebeériodique.

# La somme d'une série trigonométrique est contguretout intervalle
ou la série converge uniformément.
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# Si Z|an| et Zlql sont convergentes, la série trigonometrique est

uniformément convergente sur R. La somme de celte ®st une
fonction continue sur R.

# Si Zanx” est une série entiére de rayon de convergencauoR,

de somme u(x), alors pour tout r vérifiant 0 < rR la série
trigonométrique :

est normalement convergente sur R, et sa somnugre’s).

Proposition

Si les suites @ et (3, sont des suites réelles décroissantes tendasit ver
0, alors la série trigonométrique converge en poirit x tel que x# 2k,
k entier relatif, et converge uniformément sur tmérvalle fermé borné
contenu dans IR —1Z.

Théoréme

D

Si la série trigonométriqueaEO+ Z:(an cosx) + b, sin(x)) converge

nz1

uniformément sur R et si on note s sa somme, ddwrscoefficients

vérifient les relations suivantes pour tout rgef x
Xo +27

a, :717 s(x) cosfix)dx,

Xo+2m

_1 -
b,= p XOs(x)sm(nx)dx,

1 Xo+2m
c, =— | Ix)e"™dx
21T %
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Définition

Soit f une fonction #-périodique, continue par morceaux sur R (a
valeurs réelles ou complexes). On appebefficients de Fourierde f
les nombres suivants (réels ou complexes selonvddsurs de f),
indépendants deyx

Xo +27

a, :717 s(x) cosfix)dx,

1 X0+27T.
b, =— | s(x)sin(nX) dx,
TTd x,
Xo+t2m
c, =— | Ix)e"™dx
21T J %,

# La série trigonométrique :

% + Z (a, cosx) + b, sin(x))

nz1
s'appelle Isérie de Fourierde f.
# On peut choisir xpour rendre le calcul plus facile pour une fonttio
particuliere : on voit ainsi que si f est paira@rally, = 0 pour tout n, et si
f est impaire alors.a= 0 pour tout n.

Théoréme

Soit f une fonction &-périodique, et Epar morceaux.
La série de Fourier de f a les propriétés suivantes
# Elle converge ponctuellement sur R, vers :
f(x+0)+ f(x-0)
2

# Elle converge uniformément sur tout intervallenférborné contenu
dans un intervalle ouvert ou f est continue.
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26 Pour Voir

Dans cette partie, on présente des exemples singi@gsnotions ou
résultats abordés dans la partie précédente. s sovis de questions
tres élémentaires pour vérifier votre compréhension

2-1 Séries numériques

"Soit (y,) une suite réelle ou complexe. On dit que la séeiderme genéral pou la

série E u, » converge si la suite (Hconverge. "

exemple 1
Posons p= (0,2). La série de terme généralaonverge, en effet :
Sh=1+0,2+...+(0,2)
1- (0’2)n+1
=102
donc § a bien une limite finie quand n tend vers l'infigii vaut 1,25.

exemple 2
(a traiter)

La série de terme générgl 1 n converge-t-elle ?

# réponse

Non, bien entendu,,3end vers l'infini :
_n(n+1)
==

1+2+...+n
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Etudier une série, c'est donc étudier la convergeihume suite particuliere, (5a partir
d’hypotheéses portant sur ju

exemple 3

En effet, généralement, on ne sait pas explicéevdleur de $en
fonction de n comme dans les deux premiers exem@les exemples

peuvent cependant servir de séries de comparafsosi la série de
terme général :

Vp = Nn(2 + cos(n))
diverge car ¥ > n, donc la somme Scorrespondante est supérieure a
celle de I'exemple 2, qui tend vers l'infini.

exemple 4

(a traiter)

La série de terme général :

(0.2
n+1

est-elle convergente ?

# réponse
Oui, car on a les inégalités pour tout n :
(0,2)
w =+——~<(0,2
= <(0.2)
W, +...+w, <1+...4+(0,2)' <1,25
donc la somme g+ ... + W, est une suite croissante majorée par 1,25.

La suite, et la série, peuvent n'étre définiesppe n> n,.

exemple 5

La série de terme général :
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_1
n(n—-1)
n'est définie qu'a partir de n = 2.

exemple 6
(a traiter)

A partir de quelle valeur de n est définie la sélederme général :
1

n“-6n+5

# réponse

Il faut chercher si I'expression au dénominateanrsile. On trouve
facilement que les racines sont 1 et 5. La sétidéfie pour r» 6.

On ne change pas la convergence d'une série etiambdin nombre fini de termes. Par
contre, en général, on modifie la valeur de sa semirelle existe.

exemple 7

La série de terme générg) donné par :
Xo=0,%=(0,2)

converge d'aprées I'exemple 1.

exemple 8
(a traiter)

Quelle est la somme de cette série ?

# réponse

Seul le premier terme est modifié, la somme est diiminuée de 1. Sa
valeur est donc 0,25.
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Si la série converge, alors juend vers 0.

exemple 9

C'est effectivement ce qu'on constate pour I'exerhpl

Ce résultat permet de montrer, par contrapositguiune série ne
converge pas.

exemple 10
(a traiter)

Reprendre I'exemple 3 pour vérifier que la sériegreverge pas.

# réponse

On voit facilement que le terme général :
Vh = Nn(2 + cos(n))

ne tend pas vers 0, donc la série diverge.

L'ensemble des suites termes généraux de sériegrgemtes est un sous-espace
vectoriel de I'espace des suites.

exemple 11

Pour montrer qu'une série, somme de plusieursss@o@verge, il suffit
de montrer que chacune est convergente.

La série de terme général :

converge pour cette raison.

exemple 12
(a traiter)

La somme de deux séries divergentes est-elle tmugbvergente ?

# réponse
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Evidemment, non. On peut prendre comme exempleséne divergente
et son opposé, dont la somme, constante égaleanderge.

L'application qui & une telle suite associe la senthe la série est une application
linéaire.

exemple 13
Pour calculer la somme de la série de I'exempl®i hjoute les sommes

L -y , 1 .
des séries de termes généraux respezejklfset?. On obtient donc :

1 +L1 =2+15=35.
1- 1-

3

N |-

exemple 14
(a traiter)

Quelle est la somme de la série de terme général :

1
un - 2n+1'

# réponse

Cette série est le produit par 0,5 de la sérieduad generalz—n.

La somme de cette derniere série est 2, donc :

+00
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Dans le cas d'une série dont le terme génegrasticomplexe, on voit qu'elle converge
si et seulement si la série de terme général Refula série de terme général Inu

convergent toutes deux.

exemple 15
La série de terme généralXr) :
_1+ni
n3"

L 1, .. . .1 -
converge. En effet sa partie réelle ﬁgﬁ; inférieure aE terme général

.. . . 1
d'une série convergente, et sa partie |mag|nair%es

exemple 16
(a traiter)
La série de terme général :
1+2"

converge-t-elle ?

# réponse

L 1 o o 2\"
La partie reelle es{?F, et la partie imaginaire e t§ . Dans les deux

cas, le raisonnement utilisé pour l'exemple 1 gy puisque le
nombre élevé a la puissance n est inférieur a tte Gérie converge bien.
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Soit (4,) une suite réelle. On dit que la SéEUn est absolument convergente si la

série E |Un| est convergente.

exemple 17
Ainsi la série de terme général :
(=1ykn

est absolument convergente pour tout réel k d& [0 ,

exemple 18
(a traiter)

Vérifier que la série de terme général :

cosin)
3n

est absolument convergente.
# réponse
En effet, on peut écrire :

cosq)| [ 1)”

< =] .
3 |°\3

y . , L . ,__€osin
La série majorante étant convergente, la sérieedaet generalcs—n)

est bien absolument convergente.

Toute série réelle absolument convergente est cgemte.

exemple 19

Par exemple la série de I'exemple précédent esteogente. On notera
que ce résultat s'obtient sans savoir écrire lesgion des sommes
partielles de cette série en fonction de n.
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exemple 20

(a traiter)

Montrer que la série de terme général :
nsin(n)
n2"+1

est convergente.

# réponse

Cette série n'est pas positive. Cherchons si efie absolument
convergente. On peut écrire :
[nsin(n)| n n 1
n S n S n :—I"I
2" +1]" n2"+17 n2" " 2
La série de terme général valeur absolue de laégeite est donc
convergente.

Soient (y) et (y) des suites réelles positives tendant vers 0. €Si suites sont

équivalentes lorsque n tend vers l'infini, alorsdaie E u, converge si et seulement

si la série E v, converge.

exemple 21

) . " . u .
Soit U une série positive divergente, et=—"— . Cette série est
Dy, p gente, ="

divergente. En effet, siivne tend pas vers 0, la séE v, diverge, et si

n

v, :
vy, tend vers 0, alorg, = 1 “— tend vers 0, et le quotient :
-V

n

1
1+u,

<

=}

u

n

tend vers 1, donc les séries sont équivalentcgemt1 diverge encore.
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exemple 22
(a traiter)
En cherchant un équivalent, étudier la convergelecéa série de terme
général :
(_n )

n+1

# réponse
Le calcul est le suivant :

(N
Log(nLﬂ) Log{—) =n Log|L1+1 T
n

of ) =t 143 (3 (3]
SR CREED)
=-n+2ee(2)

(Y e (3

n+1
D'ou un équivalent du terme général de la suite :

-l

n+

Comme e > 1, cette série converge.
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Dans la pratique, pour étudier la convergence dagéme positive, on peut remplacer
son terme général par une suite équivalente.

exemple 23
La série de terme général :

iclokd)

est positive. Cherchons un équivalent de son tgenéral.
Les calculs donnent :

Log(y)= JﬁLoqcos( ) J_Log\l——+ 15(

Logy)=vnl —L +1 1) - Fg(l)

<n

On obtient donc un équivalent dg:u

1
u ~e ™"

ce qui montre que le terme général de la serieme pas vers 0, donc la
série diverge.

exemple 24
(a traiter)

Par la méme méthode, étudier la convergence déria dont le terme
général est :

# réponse
Les calculs sont les suivants :



Pour voir 31

( \

( 1
Log(y)= n3Lo4 T E "Log 1 +_45(
- *? 3 !
Logy)=n{-2+ 2 - L L4
Log(q) = (—n +% +— ig(%)}
D'ou un équivalent pour,u
u ~e".

On en déduit que la série converge, puisque e > 1.

- 1 . . . .
La série E —, oua est un nombre réel quelconque, converge si e¢iseuit sia >

1

exemple 25

Si P et Q sont des polyndmes, la série de termérgén
P(n)
Q(n)

converge si et seulement si degt&deg(P) + 2.

En effet, P(n), comme Q(n), est, pour n assez grdadsigne de son

terme dominant, et équivalent a celui-ci. Le teggéaéral de la série est

donc de signe fixe pour n assez grand, et on peami@er sa

convergence par comparaison avec un équivalent.

Si axX (resp. bRr) est le terme dominant de P(x) (resp. Q(x)) ators :
P(n a 1

Q(n) bn"*
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La série converge donc si et seulement si p — kseit, puisque ce sont
des entiers, p —k 2.

exemple 26
(a traiter)

Examiner la convergence de la série de terme généra
w, =vn’+n+1-vn®+n-1

# réponse

C'est une série positive, on peut en chercher wela@ement limité
pour obtenir un équivalent.

Les calculs sont les suivants :

1 1 1 1
vnZ+n+1-vyn*+n-1= nw1+— += _J1+E ——ZJ

n n n

—n(1+i+i_i_l_i+_l+i+ig(£)\
\""on 2n?2 &2 on 2n2 8 n? \n/J
1 1 g

== +=g—=].
n n \n

On voit que le terme général de la série est étpniva— . Cette série est
n

donc divergente.

Pour qu'une série positiv{un converge, il suffit qu'il existe un réel> 1 tel que la

suite (rwu,) soit majoree.

exemple 27

On cherchera donc a exprimer une telle expressidaretion de n.

Ainsi, soit la série de terme général :
_ Log(n)

- 32
n
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On écrit 'ay :
Loy - Lodn)

3/ 2-a
n

il suffit donc de choisimx strictement compris entre 1 et 1,5 pour que
n%a, tende vers 0. Par exemple pour 1,25. Cette série converge.

exemple 28

(a traiter)

Vérifier que la série de terme général :
_ cosin)

n a

n

converge poua > 1.

# réponse
En effet,on a:
n’lv,| =lcos@) < 1

donc cette série est absolument convergente, donemente.

Regle de Cauchy : Sila sui@un")]'n a une limite (finie ou infinie) L, alors si L <l&

sérieZun est absolument convergente et si L > 1, la sétidigergente.

exemple 29

La série de terme général :
1

= (Log(n))’

In _ 1
) = ogmy)

converge puisque :
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tend vers 0.

exemple 30
(a traiter)

La série de terme général :

- (COE{ 4:711)) n

est-elle convergente ?

# réponse

Le critére de Cauchy conduit aux calculs suivants :

(w )lm_\ S{4n+1
lim (w, ) \c s(—

donc la série est bien convergente.

n

Reéegle de D'Alembert : si la sui “"ll" aunelimite L, alorssiL <1 la serEu
un

est absolument convergente et si L > 1 la séridiestgente.

exemple 31
La série de terme généna) = (n2 +n+ 1)e‘” vérifie :
(n +2n+1+n+2e"" (n +3n+3)

un (n +n+1)e (n +n+1)
donc la limite esté. La série est convergente.
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exemple 32
(a traiter)

Etudier par le critere de D'Alembert la convergededa série de terme
général :

# réponse
Les calculs sont les suivants :

Yy _(N+DY(n) _(_n )y

v, A(n+1™  Un+d) -

Log(%) = nLog{%} = nLog{l—n—_lF

n

n+1

. v 1
Im(“—”j ==,
v, e

La sériez v, est convergente.

donc :

On appelle série alternée une série réelle doterfee genéral est de la forme (rd,),
la suite (i) étant décroissante, et tendant vers 0.

exemple 33
(1)’

n

Un exemple simple est la sérE:
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exemple 34
(a traiter)

La série de terme général :

[ n?+1)
X, =sin| 17
n+ 1)
est-elle une série alternée ?
# réponse
On écrit :
2
n+1 2
=n-1+—,
n+1 n+1

N (27
S|r(nn+1)—5|rkn(n 1)+n+1)

L[ 277)
= (1) Lsin —— |.
(-1 Slrkn+1
(.2n . . L
Pour n assez grand, s est une fonction positive et décroissante,

donc on peut conclure que la séE X, est bien une série alternée.

Toute série alternée est convergente.

exemple 35

On déduit de cet énoncé que la série de I'exentpkesBune série semi-
convergente.
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exemple 36
(a traiter)
n

- ~ (1) L
En calculant sa différence avec la saiéu , étudier la convergence
n

de la série de terme général :

_ ()
a, = n+(_1)n :

# réponse
Calculons la différence indiquée :
(-2)" -)" _ n 1 1)
A ) A _

n+(-)" n n+(-1)" n/

n —(-1)"
=) n ni(—)l)“)
1
- n(n+ (—1)“)'
On voit que cette série différence est de signestemt (négatif), et
équivalente a—%, terme général d'une série convergente. La série

étudiée est donc la somme de deux séries convesydiite converge.
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Posons pour tout n, S Yy + ... + 4, la somme S de la série alternée vérifie pour tout
M Sm+155=Sy

exemple 37

Cherchons a partir de quel rang les sommes pagigk la série de
I'exemple 34 :

n? +1)
n+1/
donnent une valeur approchée de la somme de Baét une erreur de

moins de 0,001. Il suffit de voir quand le termed@l devient inférieur
a cette valeur, en valeur absolue :

.(Zn)
smkn+1 < 0,001.

X, :sin[n

On trouve :
n+1>20007 = 6244
on Voit que cette série converge assez lentemessassomme.

exemple 38
(a traiter)

Apres avoir vérifié que la série de terme général :
Y, = sin(n'\l n’ + 1)

est alternée, calculer une valeur approchée dersme a 1& pres.
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# réponse
On peut écrire :

g o oo 42

0 o (1))
Slnknﬂ+% +—n Fl))
=(-1) S|nk£+£ ED

. . Vi .
Pour n assez grand, l'argument de sin est comptie 6, etE, ce qui

montre bien que les termes changent de signe avauité de n.
Pour étudier le sens de variation de la valeurlabsde y, on remarque
que d'apres les calculs précédents, elle est agale

sin(ﬂ\l n+1- nﬂ).
La dérivée de la fonction :

X > sin(ﬂ\l x> +1 - xn)

est négative, donc la fonction est bien décroigsant
Les valeurs deyysont :

yn Sn
0
-0,96390253 -0,9639025
0,675490294 -0,2884122
-0,48801168 -0,7764239
0,377178355 -0,3992456
-0,306086 -0,7053316
0,257086502 -0,4482451
-0,22141585 -0,6696609

N o o0~ WON P O S
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8 0,194343833 -0,4753171
9 -0,1731209 -0,648438
10 0,156048516 -0,4923895
11 -0,142024 -0,6344135
12 0,130301656 -0,5041118
13 -0,12035976 -0,6244716
14 0,111822625 -0,5126489
15 -0,104413 -0,6170619
16 0,097921914 -0,51914

Le premier terme dont la valeur absolue est infiée& 0,1 estqy.
Une valeur approchée a 0,1 pres de la somme est-d0)6.

Soit f une fonction réelle, définie sur [a ©f décroissante et telle que lim(f(x)) = 0

+0o

quand x tend vers l'infini. Alors l'intégralf f (x)dx et la série f(n) convergent
a

ou divergent simultanément.

exemple 39

Ainsi, on voit que la série de terme général :
1

nl,l

converge, puisque I'énoncé précédent s'appliqueawel :

+o0 1 X—o,l +oo
J. —]dx = I 1 =10.
1 X L—O, lJl
exemple 40
(a traiter)
Etudier la convergence de la série de terme général
1

u,=———.
nLog(n)



Pour voir 41

# réponse
Posons :
f (X) - ;
xLog(x)
pour x> 2. La dérivée de f est :
Logx) +1
(= 4N
(xLog(x))

elle est donc négative pourx2, donc f décroit, et tend évidemment vers
0 si x tend verscb.

Or,ona:

+o0o

L xLog( )dx [Log(Log(x))] = +00.

donc l'intégrale, et, par conséquent, la serlesrgm/nt.

Dans le cas d'une série alternée, la valeur abshlueste est inférieure a la valeur
absolue du premier terme négligé (4.

exemple 41
Revoir l'exemple 38. Le reste donne la valeur eerdur faite en

remplacant la somme de la série (généralement imrpar une somme
partielle. Un majorant du reste donne donc un raajode I'erreur.

exemple 42
(a traiter)
Donner une valeur de la somme de la série de tgéméral :
(@
nn
a moins de 10 pres.

# réponse
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La série est clairement alternée. Pour que le mRgtsoit inférieur a la

précision souhaitée, il suffit que le terme d'ordre- 1 soit en valeur
absolue inférieur a cette preécision :

un Sn
1 1
0,25 1,25

0,037037037  1,28703704
0,00390625  1,29094329

0,00032 1,29126329
2,14335E-05  1,29128472
1,21427E-06  1,29128593
doncn+ 1 =7, et lavaleur cherchée est cellggdsoit 1,29128.

On notera la différence de "vitesse de convergeacet I'exemple 37.

~N o o0~ WN P S

Dans le cas d'une série vérifiant le critere decBgauavec :

(u)lin<k<1,pourn>N la valeur absollie reste
d'ordre n vérifie :
kn+l
R < .
1-Kk
exemple 43
Reprenons I'exemple 30 :
2n
W = (CO N )\
""" R4n+ 1))

2
pour lequel on a vu quv,)”" est au plus égal & k(rcos(Z—STD .

Le reste d'ordre n est majoré par :
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Avec les valeurs :

On voit par exemple que :
R15<0,0051.
Une valeur approchée de la somme S est donc dpanée
1,353< S;5< S < 1,3581.

exemple 44
(a traiter)

Donner un majorant de;Rdans le cas de la série de I'exemple 29.

# réponse
On doit donner un majorant de :

In _ 1
) = ogmy)

pour n > 10. Numériquement :
2,302 < Log(10) < 2,303
donc :
1

(Log(m)
pour n > 10. Un majorant de fRest donc :

<0,435
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11
R, <0439 5 0002

1-0,435
Dans le cas d'une série vérifiant le critere ddetiivert, avec :
u
M <k<1, pour n > N, la valeur absolue du reste
Ju.l
d'ordre n vérifie :
1
<— .
exemple 45
Appliquons ce résultat a I'exemple 32 :

Vo _[_ N )
v, \n+1/)

. 1
La limite est-.

€
Cherchons a partir de quelle valeur de n la magrat
M <_1 :0,4
\Y/ 2,5

n

est vérifiée. On remarque que la fonction :
n
n— nLo —)
n+1

est décroissante (calcul de dérivée). Il suffitalde trouver une valeur
de n pour laquelle la majoration est vérifiee. Quek essais numériques
conduisenta n > 5.

exemple 46
(a traiter)

Donner une valeur approchée al®?Qres de la somme de la série de
I'exemple 31 :
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u,= (> +n+ 1.

# réponse

La limite obtenue en appliquant le critere de DhAlbert est €. D'apres :
u, ("+3n+3) |

(0 +n+2) ©

cette limite est obtenue en décroissant.

Cherchons a partir de quelle valeur de n le qubéshinférieur a 0,4 :

+
_2N*2 6 4xe-1<0,0874
n“+n+1

u

n

soit :

0,0874f° +n+1)-2n-2>0
ce qui est vrai a partir de n = 23.
Pour n> 23, on a donc la majoration du reste :

R <A
0,6
Il suffit donc de rendre le second membre inférieuda précision

souhaitée, soit ici 1
n+l
QAT g0
0,6
On voit gqu'il suffit de prendre h 25. La valeur approchée de la somme
de la série est alors :

3,4949450659.
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+0o

Dans le cas ou on a comparé la séE f(n) avec lintégrale| f(x)dx. le reste
a

vérifie les inégalité{?(x) dx<R, < J.J?(x)dx.
n+l n

exemple 47
R : L .1
Cherchons a quelle vitesse converge la série deet@énéral—. Le
n

reste d'ordre n vérifie 'encadrement :

+o0 1 +o0 1
jn _deSRnsjn ;dx

1 X
T =18
%) SRS
1 1
nris sy

Il faut donc de l'ordre de 1000 termes pour quealaur d'une somme
partielle approche la valeur de la somme de l& gdi®® pres : c'est une
convergence lente.

exemple 48
(a traiter)
Donner une valeur approchée aZlpres de la somme de la série de
terme général :
_ -n
v, =(n+1l)e".

# réponse

On peut étudier la convergence de cette série epa@nt avec une
intégrale :

j (x+1)e "dx.
0

En effet, on peut calculer cette intégrale et \@rifu'elle converge :
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j (x+1edx =[x+ De ] + j e *dx
0 0 0

=1+1=2.
Le reste d'ordre n vérifie donc :

(x+ledx< R, < j (x+21)e "dx
n+l n
[Focene ]+ el s R [Focrne™] [
(n+3)" <R <(n+2e™.
Un simple calcul numériqgue montre que &t inférieur a la précision
demandée. La valeur approchée de la somme cordspenest :
2,49.

Soit @ : N --. N une application strictement croissar8eit ZU" une série. On lui

associe la série de terme général : 0V * - * Yoy Vin = Ygin-
1)+1 + ..+ Ug(n) obtenue en sommant "par paquets(isi+ 1) —@(n) est

borné et si y tend vers 0, alors siE v, converge, la sérieE u, converge

également, et les sommes sont égales.

exemple 49
Etudions la série de terme général :
nn-1
_1 2
v ==
n

Ce n'est pas une série alternée puisque la pa€téd'edposant du
numérateur K(n) est la suivante :

n = 4p, K(n) = 2p(4p — 1) est pair
n=4p+1,K(n) = (4p + 1)(2p), pair
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n=4p+2,K(n)=2p + 1)4p + 1), impair
n=4p+3,K(n) =A4p +3) (2p + 1), impair.
Regroupons les termes deux par deux :
Vop = Wp + Wp+1
Vop+1= Wp+2 1 Wip+3
Il est clair que c'est une série alternée, donveente : la sérieZun
converge également.

exemple 50
(a traiter)

Etablir la convergence de la série de terme général
=

& T

# réponse

Cette série n'est pas absolument convergente.eSepas non plus une
série alternée car la différencg.ld— |a| n'est pas de signe constant.

Groupons les termes par deux. On obtient la sérierine général :
1 1 -2
2p+1 2p-1 (2p+1)(2p-1)

dont le signe est fixe, et qui converge, puisga'@bt équivalente a
1

_2p2_

Comme gtend vers 0, on conclut nt a, converge également.
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2-2 Suites et séries de fonctions

Soit E un ensemble, et (uune suite de fonctions sur E a valeurs comple2esappelle
série de fonctions de terme généralaisuite de fonctions sur E définie pour tout n pa

%:UO'FUJ_'F...'FLIT

exemple 51

Une suite de fonctions n'est rien d'autre que kande, pour chaque n,
d'une fonction définie sur E, par exemple sin(ox) X"

On peut lui associer une série, comme par exemple :

Zx“.

exemple 52
(a traiter)
Expliciter la suite gdans le cas précédent.

# réponse
On écrit :

1_Xn+1
s (X)=1+x+.. . +xX " +x =——
" 1- X

Soit F une partie de E, et uune suite de fonctions sur E. On dit que la séoigverge
simplement (ou ponctuellement) sur F, si pour tautle F la suite (x)) est

convergente.

exemple 53
La série de I'exemple 52 converge ponctuellemenjsii, 1[.
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exemple 54
(a traiter)

Quel est I'ensemble de convergence ponctuelle siéria de fonctions de
terme général :

a (x)=n"""

# réponse
Il s'agit d'une série de Riemann, donc elle corersiget seulement si on
a l'inégalite :
1+x<-1,
donc lI'ensemble de convergence ponctuelle est }-2[.

La fonction somme de la série de terme générgl ést la fonction s définie sur
I'ensemble de convergence ponctuelle par s(x) ésliix)).

exemple 55
Pour I'exemple 53, la somme est donnée par :
S(X) — L
1-x
exemple 56
(a traiter)
Soit la suite de fonctions :
U, (X) = X"
u2p+1(X) =0.

Définir I'ensemble de convergence ponctuelle dseélée associée, et sa
somme.
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# réponse

Il suffit de remarquer que cette série n'est agiie celle de I'exemple 53,
composée avec la fonction % x2. Autrement dit I'ensemble de
convergence ponctuelle est]- 1, 1], et la somme :

s(x) :1—X2'

Soit A une partie de E, et Quune suite de fonctions sur E. On dit que cetiéesu

converge uniformément sur A vers la fonction Ul > 0,0N, NOIN,OxOA, n>
N = [|y,(x) - u(¥)[I< e.

exemple 57
Ainsi, la suite de fonctions sur [0 , 1] définierpg(x) = x", converge
ponctuellement vers la fonction u définie par :
ux)=0,six<1
u(l) =1.
Toutefois cette convergence n'est pas uniformsuffit par exemple de

remarguer que :
( 1) ( 1)” 1
u -——|=11-- - .
n{ n \ n e

exemple 58
(a traiter)

Montrer que la suite de fonctions définie par :

_ 1
fn(X) - (1+ X)n

est uniformément convergente, de limite 0, sur4d],

# réponse
On remarque :
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1
(1+x)"

1
=7
: s 1 : )
pour tout x de l'intervalle considere. Comnzage tend vers 0O il en résulte

que f (x) tend vers O pour tout x. La limite ponctuelle ésinc la
fonction nulle. De plus :

Ue>0,0N, nzN:>2—1HS£
donc :
Oe>0,UN,n>N,0Ox= f(x)<¢
la convergence est donc bien uniforme.

Une série de fonctionsz u, converge normalement sur une partie A s'il existe

série numérique convergentg a, a termes positifs ou nuls telle que pour tout x de

Al 091 3,

exemple 59

- sin(nx) .
La serleZ—l converge normalement sur R puisque pour tout X :
n!

Isin(nx)| si
n! n

1
et queZ:—| converge.
n!

exemple 60
(a traiter)

Vérifier que la série de terme général :
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_1
(L+x)"
converge normalement sur [Lopft

# réponse
En effet, on a remarqué la majoration :
1 1
" ST
@+x) 2

Si une série converge normalement sur une partedoks elle converge uniformément
sur A.

exemple 61
C'est le raisonnement utilisé dans I'exemple 58.

exemple 62
(a traiter)
En cherchant le maximum de la fonctiop montrer que la série de
terme général :
(.1 )
= +—
u,(x) Logkl o

converge uniformément sur [1 f:

# réponse

Cette fonction est clairement décroissante (on passi vérifier par un
calcul de dérivée), donc le maximum egtly

u,(1) = Log(1+ %)
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1 1
Log(l + —) -=
n>

donc la série des maximum est convergente.

etona:

L 1
Il en résulte quez Log{1+ nT) est normalement convergente.
X

Soit (y,) une suite de fonctions réelles sur I. Soit A peetie de | telle que pour tout n,
la fonction y, soit continue sur A, et que la suite convergearni€ment sur A. Alors la

fonction limite est continue sur A.

exemple 63

La fonction zéta de Riemann est la somme (quardegikte) de la série
de terme général(x) = . Cette fonction est continue sur |1+

En effet, soit a > 1, ettel que 1 < a € < a. Sur l'intervalle [a €, +oo[,
la fonction y a pour maximum dfa —€). Or la série numérique :

at

. L. 1
converge, puisque 1 < a&: La serleZ:—X est donc normalement
n

convergente sur [a&-, +oo[, donc sa somme y est continue, en particulier
en a.

exemple 64

(a traiter)

Utiliser ce résultat pour montrer que dans l'exentpl la convergence
n'est pas uniforme.

# réponse

En effet la limite de cette suite de fonctions amnts n'est pas continue.
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Soit I = [a, b] un intervalle de R. Soit Juune suite de fonctions continues sur |,

uniformément convergente sur |, de limite u. On a

Iim(ﬁjn(x)dx) =j51(x)dx

a

exemple 65
o 1 I
Reprenons I'exemple 57. L'intégrale d,%Bt—_l_l, donc sa limite est 0.
n

De méme l'intégrale de la fonction u, limite desiate, est 0. Pourtant
cette suite ne converge pas uniformément.

Retenir que I'énoncé précédent n'admet pas deoécip.

exemple 66
(a traiter)

Soit la suite de fonctions :
. n-1
On(X) =X"si0s x<s—
n
.n-1
On(X) =nsi—<x<1
n

gn(1) = 0.
Etudier la convergence de cette suite et la vélidé I'égalité de I'énoncé.

# réponse

Pour tout x de [0, 1], pour n assez grand, on a :
n-1
X<——
n
donc la limite ponctuelle de la suite est la fometD, d'intégrale nulle,
bien entendu.

L'intégrale de gs'écrit :
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J.gn(x)dx jl_- ndx+J‘lndx

n
n+l
1 (1— 1) +1
n+1
et cette suite d'intégrales tend vers 1.
La convergence n'est donc pas uniforme.

Une série E u, de fonctions de classel@ui converge simplement en au moins un
oint, et dont la série des dérivé converge uniformément sur tout intervalle
t, et dont | des d u', i t tout int I

fermé borné, converge uniformément sur tout inféeviermé borné, vers une fonction

dérivable, et@un): Z U

exemple 67

Considérons la série de fonctions de terme général
cosnnx)
Uy (X) =

qui converge ponctuellement en 0. On note s la seercette série.

La dérivée est :
sm(nx)

U, () =
terme général d'une série absolument convergentg.su
On peut donc dériver s terme a terme :

< (x)= _Z sin(znx).

T n
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exemple 68
(a traiter)
Dans I'exemple précédent, la dérivée seconde est :
_cosinx)
—
Peut-on en déduire s"(0) ?

# réponse

La série des dérivées secondes ne converge pas lem i@sultat ne
s'applique donc pas ici.
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2-3 Séries entieres

On appelle série entiere une série de fonctions doterme général est de la forme

u,(X) = gxn.

exemple 69
On connait la série exponentielle :

Xn
2

dont la somme est (par définitio¥) e

exemple 70
(a traiter)
La série de fonctions sur [0 o}, de terme général :
n
v (X) = X
() =——

est-elle une série convergente ? est-elle une seétiere ?

# réponse
Par le critére de D'Alembert, on voit que :

Vn+1(X) —_ u
‘ v, (X) \_M n+l+x X

donc cette série converge pour |X| < 1. Elle diegrour |xp 1.
Ce n'est pas une série entiére.

Le rayon de convergence de la série entieEe anz” est la borne supérieure de

I'ensemble des reels positifs r tels que la sajfen) soit bornée.

exemple 71
Pour la série entiére suivante :
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Xn
Zn2+n+1

, . r
le rayon de convergence est 1. En effet, sir0< 1, la suite—5———
n“+n+1

converge vers 0, donc est bornée. Par contre 4, rcette suite tend vers
I'infini, elle n'est pas bornée.

n

exemple 72
(a traiter)

Quel est le rayon de convergence pour :

Xn
an+n+1'

# réponse
rn
Pour r positif, le terme général est équivaleml-a
n

Or cette expression tend vers 0 quand n tend Wedigil quel que soit r.
Rappelons pourquoi : soitr >0, et N = E(r) + @uPn > N :

u ru <ru <(r)n_Nu
ST VL VO
n

r . : X
Comme — <1, on voit que {4 tend vers 0. L'expression—— est
N nl+n+1

donc bornée pour tout r : le rayon de convergesteni.

Si R#£ 0, la série est absolument convergente pouk |R]|divergente pour ||z|]| > R, et
elle converge normalement sur tout disque fernfjé& ix R.

exemple 73

Dans lI'exemple précédent, la série est absolunmvecgente pour tout
X, et normalement convergente sur tout intervaieng et borné de R.
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exemple 74
(a traiter)

Vérifier que la série entiéere :
Xn
25
a pour rayon de convergence 1. Est-elle normalero@mtergente sur
l'intervalle fermé borné [- 1, 1] ?

# réponse
n

. . r : .
On voit facilement que; tend vers 0 sik 1, etvers o sir > 1.lLe

rayon de convergence est 1. On en déduit que i@ sgr normalement
convergente sur tout intervalle fermé borné contdans lintervalle
ouvert - 1 , 1[. Mais la série n'est pas normal@nmnvergente sur
I'intervalle fermé [-1 , 1], puisqu’elle n'est gasivergente en 1.

S a pour limite L, alors le rayon de convergence -%st avec la
a, L

convention que si L = 0, le rayon est infini, eL st infinie, le rayon est 0.

Si le quotient

exemple 75

On le vérifie sur I'exemple 74 :
n

n+1

exemple 76
(a traiter)

Retrouver le rayon de convergence de I'exemple 72.

# réponse
On écrit :
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n+n+tl  n 1
(n+1)!1+n+2 (n+1)! n+1
donc le rayon de convergence est infini.

Soit | un intervalle ouvert contenant l'origine,fetne fonction définie sur I, a valeurs

dans R. On dit que f est développable en sérierensiur | s'il existe une suite réelle
(a,) telle que pour tout x de | on ait

f(x) = +Z:wanx”.
n=0

exemple 77

Soit | =]-1, 1], et f définie par :

f(x):rlx.

Cette fonction est développable en série entiere :

f(x)=ix”.

exemple 78

(a traiter)

La fonction définie sur -1, 1[ par :
g(x) =x

est-elle développable en série entiere sur | ?

# réponse

Non, car cette fonction n'est pas dérivable enrda@omme d'une série
entiere le serait.
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S'ils existent, les coefficients, aont donnés pag, :i f(“)(())_ En particulier, ils
n

sont uniques.

exemple 79

Il faut donc pouvoir calculef®(0) pour tout n.
Si f est la fonction définie par :

f(x) = e/ pour x# 0
£(0)=0,

on voit (par récurrence) que, pour tout@(®) = 0. Il suffit de voir que
quel que soit I'entier k :

guand x tend vers 0.

exemple 80
(a traiter)
Mais il ne suffit pas de calculer ces dérivéedallt également que la

Série converge, et que sa somme soit bien f. EE-cas dans I'exemple
précédent ?

# réponse
Non, bien entendu, puisque la série est nulle ftrletion non nulle.
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2-4 Séries de Fourier

On appelle série trigonométrique une série de fonstdont le terme général est de la

forme : y(x) = g, cos(nx) + h sin(nx), sin >0, §(x) = g2, by = 0;

exemple 81
La série :

+00

sin(nx)
250

1
est une série trigonométrique.

exemple 82
(a traiter)
La série de terme général :
sin(nx + a)
nl

ou a est un réel, est-elle une série trigonomegrizju
Si c'est le cas, expliciter les coefficients.

# réponse
Effectivement, c'est une série trigopnométriquesque :
sin(nx + a) = sin(nx)cos(a) + cos(nx)sin(a).
Les coefficients sont :
a9 = 2sin(a), et pourp >0

_sin(a)
a,= T
b = cosa)

p p|
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On utilise également une écriture complexe degsérigonometriques. En posant
:an—lbn :a”+|b”,n20

y C
n 2 n

N N
on obtient% + nzz; (a, cosx) + b, sin(x)) = Z c.e™.

n=-N

exemple 83
Ci-dessus :

Zsin(nx+ a) = che"1X

avec les coefficients :
C = sin(a) —icos@a)

n 2 !
_sin(@) +icos@)
_n - 2 .
exemple 84
(a traiter)

Ecrire sous forme complexe la série trigonométridei¢exemple 81.

# réponse

On obtient :
C, :;I,C_n :—I,n>0.
2n 2n

Notons que si la série trigonométrique est réallmsC_,, =C,.

exemple 85
C'est ce gqu'on vérifie dans les deux cas précédents
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exemple 86
(a traiter)

Mettre sous forme normale la série :

ein><
Zn+i'

ndz

# réponse
On écrit :

1 (1 1
Zn+. COSMﬁ* nJ*'S'”(“X)ﬁ‘ n+i)

ndz
ein>< B . ( 1
Zn+i = 2|Z:cos('1x)\1+n2

ndZ

donc :

) + sin(nx)(llrrllz).

Si Z'an| et Zlh“l sont convergentes, la série trigonométrique egbrumément

convergente sur R. La somme de cette série edbnnton continue sur R.

exemple 87
Ce sera le cas par exemple pour :

z COSinx)
n

exemple 88
(a traiter)

Donner des cas ou la série :

Z K" sin(nx)

converge uniformément sur R.
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# réponse
D'aprés I'énoncé rappelé, il suffit que |k| < 1.

Si les suites (3 et () sont des suites réelles décroissantes tendamOyators la série

trigonométrique converge en tout point x tel qug 2k, k entier relatif, et converge
uniformément sur tout intervalle fermé borné contdans R — 7.

exemple 89
La série :

Z COSInx) N sin(nx)

n+1 n
converge d'apres I'énoncé. Remarquer que la condie convergence
de I'’énoncé précédent ne s'applique pas.

exemple 90

(a traiter)

Sous les hypotheses de cet énonce, la série tngamnique peut-elle
converger en x = 2k?

# réponse
Bien entendu, c'est possible, en particulier sisﬁmsZ|an|, etZ|bn|
convergent, comme on I'a vu plus haut.

Soit f une fonction #-périodique, continue par morceaux sur R (& valeéefles ou
complexes). On appelle coefficients de Fourier s fiombres suivants ...

exemple 91
Supposons que f soit définie par :
f(x) =0 si1<x <0,
f(x) =1si0<x<T
Les coefficients de Fourier sont :
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1r
2= t(xdx= —J.dx
1 1.. 7
a, == 9 coshx)dx:—jCOSOX)CIXZ—[S'“(”X)]O =0
VI TTJo nrm
S (x)sin(nx)dx=—1j.gin(nx)dx :iﬂ[cos(nx)]g
md o ml
_(1)-1
T —nn
donc :
b,, =0
-_ 2
2p+1 T (2p+1)7T'
exemple 92

(a traiter)
Calculer les coefficients de Fourier de la fonctimpériodique définie
sur l'intervalle [+, 1] par f(x) =

# réponse
Les calculs sont les suivants :
_1 ”;dx EFLT
=7l J
1, 1[x cosex) 1"
=— | xcosfx)dx=—|;—=sin(hx) +———=, =0
i B %) i "x) il
=1 [singdx =L/~ X cosry + SNOQT" - 22C1"
”'—]T ”L n n J_IT n
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On peut choisir g pour rendre le calcul plus facile pour une fonetmarticuliere : on
voit ainsi que si f est paire, alorg $ 0 pour tout n, et si f est impaire alofs=a0 pour

tout n.

exemple 93
C'est ce qu'on a constaté dans I'exemple 92.

exemple 94
(a traiter)

Vérifier ce résultat pour la fonction définie p&)f= |x| sur [+, 11.

# réponse
Les coefficients psont donnés par :

n 0 n
bn:—1 |x|sin(nx)dx:lj —xsin(nx)dx+ijxsin(nx)dx
7T -7 7T -JT 7T 0

= %TE cos(nx) —%}O +711[—§ cosfix) +

_A[ cosfi)) cosfin) | _
—nLﬂ . T . J_O'

sin(nx) 1"

by
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3¢ Pour Comprendre
et Utiliser

3-1 Enoncés des exercices

Savoir déterminer la convergence d'une série ngumer,
Calculer une valeur approchée ou déterminer |'esgima
exacte de la somme d'une série.

exercice 1

"
Sur le quotient =,
u

n

1) SoientZun ethn des séries a termesA() positifs.

On suppose que :

a partir d'un certain rang.
Démontrer que stn converge, anrsZ:un converge ©)(8)(¢-").

. ST .- U
2) SthUn une série a termes positifs. On suppose €t a pour
un
limite 1, et qu'il existe un réel et une fonction tendant vers 0 a l'infini
tels que :

, £0)
")

un+1 :1+
u

R I~

n

© indications pour résoudrei-méthode <~ lexique
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Discuter, selon la valeur ag la convergence dgun ©)(®).

3) Dans le cas précédent, on supposeogae-1, et qu'il existe un régl
tel que :

Etudier la convergence dEUn (©).

. R . u.,
4) SthUn une série a termes positifs. On suppose e a pour
un
limite 1, et on écrit :
1
n 1+ Vn ’
(vn) étant une suite de réels tendant vers 0. Démogtre s'il existe un

réel k tel que pour n assez grand :
nvh>k>1,

n+l

u

alors la sériezun converge, et que si pour n assez grand :

nvp,<1

alors la sérieZUn diverge ©).

5) Soitzun une série telle que,wn+, < 0. On écrit :
1
n 1+Vn ,
démontrer que si, pour n assez grand :

-1<y<0

un+1 =
u

la sérieZUn diverge, et que si il existe un réel k tel que :

0 <k<n.w,
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pour n assez grand, anEUn converge ©).

exercice 2

Autour de yfu,

Soit Zun une série a termes positifs.

1) On suppose qu'il existe un réelde 10, 1], tel que :
i, s1-=
n

Démontrer que la sérig U, est convergente).

2) Plus généralement, supposons cﬂ/@ tend vers 1 par valeurs

inférieures. Soit f une application telle que, powssez grand :

n un < l_i,
f(n)
aveclim[i\ =0.
f(n)/
Démontrer que pour qugun converge, il suffit qu'il existe un réel
—kn
positif k < 1 tel queZef(”’ converge.

exercice 3
Echelles de Riemann et de Bertrand
1) SOitZun une série a termes positifs. On suppose qu'itexis réel

a tel que le produit :

a

n’u,

© indications pour résoudrei-méthode <~ lexique
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ait une limite finie L. Discuter selon la valeur dda convergence de la
sérieZUn (©).

2) Etudier, selon la valeur ¢ la convergence de la séri®)(:

1
) n(Logn))’”’

Soit Zun une série a termes.() positifs. On suppose qu'il exigietel
gue le produit :

n(Log(n))"u,

ait une limite finie ).

Discuter selon la valeur d&la convergences{") de Zun (©).

exercice 4

Développements limités, équivalent&)(s)

1) Soit f une fonction tendant vers 1 a l'infinin Guppose qu'elle admet
un développement limité de la forme :
a b ¢ &
fn=1l+-+—=+—=+—5.
(M =1+ =+t +=3

Discuter, selon les valeurs de la convergence de la série de terme
général ©):
(fm)".
On examinera successivement les cas :
az0,a=0etk0,a=b=0etg¢0.
Application & la convergence des séries :
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>
Kn+1
S lnsin(2)
ofd))
Cos — .
2.5

2) Chercher les polynédmes P pour lesquels la dérterme général :

2

est convergente).

3) En écrivant un développement limité du termeégan étudier la
convergence des séries suivant&y :(

> ars )
Srle# -

exercice 5
Perturbation

Dans les exemples suivants, ou les séries ne senhgcessairement a
termes positifs, on cherche un équivalent du terme générak("),
puis on calcule la différence entre le terme gdregtraon équivalent, ce
qui fournit une autre série a étudiéy. (

1) Etudier la convergence deJ :
Z (=D"
n+(-1)"

© indications pour résoudrei-méthode <~ lexique
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2) Etudier la convergence d®)Y:
Z -1+ (-1)"¥n+1
n+l+(-1)"vn+1’
3) Etudier la convergence de :

Zn?ﬁ( D"

+ cos(n)

4) Etudier la convergence de :

Z 1+% -1

exercice 6

Autour de la formule de Stirling
Cette formule donne un équivalent«() a n!
1) On définit f(n) en posant :
2n+1
n=n 2 e"f(n).
On pose :
u, = Log( f(n +1)) —Log(f(n)).

Ecrire un développement limité a l'ordre SEnde W, et démontrer que

la sériez u, converge ©@).

En déduire que f(n) a une limite finie, soit K, gdan tend vers l'infini.
2) Etablir les relations @) :
A _fdt r* (t-k+D)dt

kP k—ltp k 1 Pt
1 k ﬁ k K k-t)(t - k+1)dt
k? k-1 t? P 1t k -1 t!

Déduire un développement a l'ordre 2-em|u reste de la sérEun.
n
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3) Ecrire, a l'aide de la constante K, le dévelopgat limité de f(n) a

1 A .
l'ordre 2 en—, et en déduire une expression de@).(
n

4) Calcul de K.
On définit une intégrale, Ipar :
I, :jzsin”(t)dt.

0
Etablir une relation de récurrence entigolet |, (©). En déduire
I'expression dexh et bp+1.

Montrer que | est une suite décroissante)(
Montrer que le rapport :

I2n+1

I2n
tend vers 1), et en déduire la valeur de K.

exercice 7

Sur la constante d'Euler

1) Soit f une fonction continue, décroissante,@e+o[ dans [0, +of.
Démontrer que la suite :

i F(k) - ff(x)dx

k=1
est convergente).

2) On suppose ici qué(x) :é. On notey la limite de la suite définie a

la question 1), dans ce cas (constante d'Euler).
Démontrer qug vérifie :

O<y<1.
3) Soita un réel de l'intervalle 10, 1[. La suite :

© indications pour résoudrei-méthode <~ lexique
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1 nl—a

~k? 1-a

a-t-elle une limite ?

Connaitre les notions de convergence ponctulelle,
convergence uniforme, convergence normale, d'une sé

de fonctions. Etudier la convergence d'une sért@ren
ou d'une série de Fourier, et les propriétés deosame.
Utiliser les séries entieres ou de Fourier poubpuése
divers problemes : calcul d'intégrale, sommafion
d'expressions, résolution d'équations différemll
développement d'une fonction.

exercice 8

Etudier les propriétés de convergence ponctuetbenale ou uniforme
(&) des séries de fonctions suivantes. Le cas échgadttiser quelles
propriétés on peut en déduire quant a la contiruitéa dérivabilité de la
somme &).

Xe—nx
D2 Toqm @O

2y s 0)
3) D x@-x" ©)).

4) Zw ©).
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exercice 9

Autour de la fonction zeta de Riemann
On considere les fonctions suivantes (fonction, zitaéta alternée) :

(=Y 2 em=>

1) Chercher leurs domaines de définition, étudeanr Icontinuité, leur

dérivabilité ©)(5).

2) En calculant{(x)—{,(x), établir une relation entre ces deux

fonctions.

3) Démontrer que, au voisinage de dn a I'équivalenceX)(?) :
{00~——.

x-1
4) Chercher la limite d€&,(x) quand x tend vers E).

exercice 10

Séries entieres

Trouver le rayon de convergence R des séries dieiv#i).
1) Z n"™"x". Déterminer I'expression de la somr@.(

n

X
2 ——— . Déterminer la somme)).
)Z (n+1)(n+3) <

4“nI22n+1 . e
3) Z ( ) . Chercher une équation différentielle vérifiée faar
n=0

somme f, puis determiner@(}.

n

X
4 ———— . Etudier la convergence en R et —R, la convergence
) Z n+ 3sinf) g g

unifo_rme sur [-R, 0]®).
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exercice 11

Déterminer le développement en série entiere degiéms suivantes.

On précisera dans chaque cas le rayon de converéenc

1) (Arcsin(x))2 Montrer que cette fonction vérifie une équation
différentielle, et en déduire son développemé&it (

2) cos(x) (©).

3) e_x/zj et/z. Ecrire d'abord une équation différentielt2)(
0

sin(x)

4) (©).

5) (1- x)°. Ecrire d'abord une équation différentielberéel).

Déduire le développement de Arcsin(x), en étudiardonvergence aux
extrémités de l'intervalle - R , RE.

exercice 12
On note f la fonction définie par f(x) = x sur [@],
1) Ecrire les prolongementsrepériodique gde f a R possédant les
propriétés suivantes :
0; est impaire

02 est paire.
2) Ecrire les développements en série de Fourigy @t @, en précisant
quelles sont leurs sommes respectives.

3) En ce qui concerne f, lequel de ces deux dépelments fournit la
meilleure approximation (c'est-a-dire la plus rapint convergente)
(©).

exercice 13

Résolution d'équations différentielles

Chercher les solutions développables en série renties équations
suivantes. On précisera dans chaque cas le rayaordergence de la
série obtenue.
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1) xy"+y +xy=080).
2) 4xy" +2y'—y=00).

exercice 14
1) Montrer que la fonction f définie sur ]0 wf-par :
f(x) = _Log()l( * x)

peut se prolonger en une fonction indéfinimentvddadie sur ]-1 , &.
On note ce prolongement encoré&)(

2) A partir d'un développement en série entierd(xle exprimer sous
forme de série l'intégrale®)) :

j Olf (t)dt

3) Ecrire le développement en série de Fourier aldohction 2w
périodique définie pardsur [T, .
En déduire la valeur de l'intégrale ci-dessa (
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3-2 Corrigés des exercices

exercice 1-C

1) Supposons la relation vraie a partir du rangN.peut écrire, pour n
supérieur a N :

donc :

On en déduit que stn converge, la sériiun converge également.

(QC-1) Que peut-on dire SZun diverge &) ?

. . " u .
2) Sia est strictement positif, alors le rappef! est strictement plus
n

grand que 1 pour n assez grand. La suif§ fuwsitive et croissante, ne
peut donc pas tendre vers 0. La série diverge.

Supposons maintenaat< 0. Pour un régB, posons :

v, =r’.
Ona:
B B .
vn+1:(n+1) :(1+_1) AL
A n n n n
On voit que :
Vo Y _q, B, €M), _a_&n)_p-a g0
\ u n n n n n n

n n

Donc sia < B3, la relation étudiée a la premiére question esfigé.
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Supposonsx < -1, alors il existg vérifianta < 3 < -1, donchn

converge, et dongun converge.

Inversement, sif < a et si Zvn diverge, alors Zun diverge
eégalement. C'est le cas si — fi<en effet il existe alorB vérifiant — 1 <
B<a.

Il reste le cas oa = —1.

Cette hypothése ne permet pas de décider, erediffatst vérifiée par :

1 .
ZE qui diverge,
Z; gui converge
n(Logn))"’ '
3) Soit t un réel, on pose :
1

n

n+t

La serlez v, , équivalente a la séri¢ — est divergente. Oron a :
n

t
Vo, _ N+t _ 1+ 1 n)[ t+1 (t+1)2 s(n)\
Vv, n+l+t 1+t+1 -t n’ n® )
t ot t+12 t(t +1 n
IR | LD 1D e
n n n n n n
+
:1_i+(t_21)+ig)_
n n n
Choisissons t tel qup >t + 1, on a alors”—+l < , et doncZ
diverge.
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(QC-2) Si on suppose maintenant qu'on peut écrire :
il —q - 1 + ﬂ + g(n) .
n nLogn) nLogn)

que peut-on dire de la convergenceE u

4) Dans le premier cas, posons k = 1 + h, ave®hOn peut écrire :
1+h
> _l
n
u 1

n+l < .
un 1+ w
n
Il en résulte, pour n assez grand>(N) :
r]un - (n +1)un+1 2 hl'{"|+1'
En ajoutant ces inégalités, il vient :

Nu, = Nu, —nu, = h(uN+1 +... +q1)
ce qui démontre que la série converge.
Dans le second cas, si pv1, on obtient :
nu, <(n+2)u,

n+1

un+12 n
u n+1

n

=
S IR+ |-
=

donc Z u, diverge.

(QC-3) Expliguer comment utiliser ce résultat si;na une limite L# 1.
Cet énoncé permet-il de résoudre tous les cas ?
5) Dans le premier cas>11 + \, > 0, donc :

un+1
u

>1.

n
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On voit que |4 ne peut pas tendre vers 0 dans ce cas. La sérgel
Dans le second cas, on a:

un+1
u

< <1

1+=
n

donc le terme général décroit en valeur absolueeslle a prouver qu'il
tend bien vers 0. Soit k' tel que 0 < k' <k, osg0

n

1
Wn =
On a les inégalités :
( «
Upg |~ Wou _ |1 _ k—k+£(n)
Un Wn 1+_ L1+_ n n
n
donc :
un+1 < Wn+1
un Wn
.| _[u, s}m
Wn+l Wn WN

W,

n*

si la relation est vraie a partir de N. On en dédue w tend vers O :
exercice 2-C

u
s

WN
1) On a la majoration :

u, < (1— L ) - enLo{l_“_%'J.

/) "

On peut écrire le développement limité :
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1 _ __1 — _pnl-a
nLog(l— F) =n 7 @+&n) =-n""1+&(n))

donc :

_nl*a

use” e <oz

Le majorant est le terme général d'une série cgente.

Par exemple on peut observer que :
—nt-@
ne 2 -0

puisque 1 a > 0.
2) Dans ce cas, on a :
n 1 n
1 nLog 1 —— (14 £(n))
UnS[——\\ =e { f(n)J:ef(n) .
f(n)/

Ici, ¢(n) tend vers O quand n tend vers l'infini, doncpp assez grand,
on a k<1 +g(n), d'ou:

n

n
(2+ () K
u<e '™ <e '™

n

donc la sérieZun converge bien.

exercice 3-C

1) L'hypothése entraine l'existence d'une foncgotendant vers 0 a
I'infini et vérifiant :

Supposons E 0. On écrit :

donc la série converge si et seulement sil.
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. L . 1
SiL =0, eta > 1, alors la série converge, cgrast majoré par— pour
n

n assez grand. Par contregsi 1, on ne peut pas conclure (voir le cas
2)).

2) On peut étudier cette série par comparaison langzgyrale généralisée

J’*“’ dx
2 x(Log(x)”
On écrit, siB#1:
J'*“’ dx [Log(x)# 1™
2 x(Log(x)” | 1-8 JZ '

Donc sif3 > 1, l'intégrale (et donc la série), convergesidt < 1, elles
divergent.

Sip=1:

L ﬁ =[Log(Logx))];"-
L'intégrale est donc divergente, ainsi que la série
Supposons donc qu'il exigdetel que I'expression :
n(Logn))"u,
ait une limite finie L.

On procéde comme précédemment. i@, on a I'équivalence :
L

u | —
" n(Logn)’
donc la série de terme générglconverge si et seulementsk 1.

SiL =0, il existe N tel que pour n >N, on ait :
1

= h(Logny
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On voitdonc que $§ > 1, la sérieZun converge, par majoration.

Par contre, §8 < 1, on ne peut pas conclure.

(QC-1) Généraliser avec I'échelle de Bertrand

1
Z nLogn)(Log(Logn)))"

exercice 4-C
1) On écrit :
a +§+£+—c+ﬂﬂz
oy =&
Cas1l:a0.
On obtient :

a b c &n
n7Llog 1+=+—=+—+
gL nn2 n n J — ean”‘l(1+.s(n))

(o) =e
Sia> 0, commet! tend vers 0, 1, oustselon quer < 1,a=1,a>1
on voit que le terme général de la série ne teredveas 0. La série
diverge.
Sia<0, le terme général ne tend vers 0 qae>sL.
Examinons ce cas :

an a-1

e e o o2
et, I'exponentielle I'emportant sur toute puissagoand n tend vers
I'infini, on a :
an®!
ne?2 -0
donc la série converge.
Cas2:a=0,B0.

On obtient :
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o Log 142 4L £
n Log[l+n2+n3+ n3J _ebn"”z(l+£(n))

(fm)" =
Si b >0, commeh?2 tend vers 0, 1, oucssselon quen < 2,0 = 2,0 > 2
on voit que le terme général de la série ne teredveas 0. La série
diverge.
Si b <0, le terme général ne tend vers 0 que>sR. Examinons ce cas :

b2
ebn"”z(1+£(n)) <g 2
et, I'exponentielle I'emportant sur toute puissagoand n tend vers
I'infini, on a :
b2
ne 2 -0
donc la série converge.
Cas3:a=b=0,£0.
Les mémes raisonnements montrent que la sériemeige que sic <0
eta > 3.

()

On écrit :
n 1 1 g(n)
- = =1-=
n+1 1+1 n' h
n

donc a = -1 etr = 2. La série converge.

> {nsin(3)
Dans ce cas :

&(n)

(1
nsin(—) =n—-—5 +—3) :1—m +?.
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On voit que a =0, b <0, donc la série converge seulement & > 2.

S{eodd))
\ n)
On a le développement :

1 1

COS(—) =l-— +ig).

n 2n n
On voit que a =0, b <0, donc la série converge seulement & > 2.
2) Soit d le degré de P, etdason terme dominant :

In®+2n* -4fP(n) = n[‘3’1+—i - i’?

donc pour que le terme général de la série tendeOydl est nécessaire
que le facteur entre parentheses, ci-dessus, terded, et donc que le
second radical tende vers 1, ce qui exige d =a4-el.
On écrit :

P(n) = rf + brd + cré + en + f,

Pn) (, b ¢c e f

1/4
— = 1+—+—+—+—) ,
n' nn n n

1 R . R
Les termes d'ordre 3 ou plus (-F\]n de la parenthése ci-dessus, apres

produit par n, correspondent a des séries de Riew@mvergentes.

Si celui d'ordre 1 n'est pas nul, le terme gérsgdh série aura une limite
finie non nulle, donc la série ne convergera pase &rme d'ordre 1 est
nul et celui d'ordre 2 non nul, il correspondra &érie harmonique, donc
la série sera divergente.

Pour que la série considérée converge, il est dénessaire et suffisant
gue les termes d'ordre moindre que 3 soient nuls :
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1/4 2
(1+_b+£+£+_f) _1+1(b i) _ib_+&
\ 200" Ta2n T
:1+£+80—3b2 £(n)

an  32n° n® "’

1/3

(1+g) :1+£—i2+ El(zn)
\ 3n 9n n

e T 2 —4P() = n(s— 3b, ~82-72c+27° ¢ (Zn))'

12n 9x 32n?

On doit donc avoir :
8

3
_20
=3
Les polynémes P convenables sont donc ceux derfefo

n4+§n3+@n2+en+ f.
3 9

3) Z(—l)”sin(%) :

Il s'agit d'une série alternée caron a :
1 &(n
sif 4] =1 £0

(1 "
donc sn&) est positif, c'est la valeur absolue du terme g@#né est

. (1 o -
clair que &6;) tend vers O en décroissant. La serie est donc

convergente.
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(e
Z(—l)“LeJﬁ —1}.
Calculons de méme :
e 1 (=1)"  1+g&(n)
N\ ad 1| =—
(1)Le 1]_\/F1+ n o ndn

il s'agit donc d'une série a terme positifs (et dome série alternée).

. -1)" 1+&(n ) .
L'expression est somme a(enl etﬁ, qui correspondent a des

séries convergentes, et dT qui est le terme général d'une série
n

divergente. Cette série est donc divergente.

e
Le développement limité est le suivant :
_ ,-,LO n 2
1™ ~dn) :1_(“ (-2)" Log(n) , Log}n)2+ &(n))
n n

-1)" Log(n)
n

- )™ Log(n) _ Log(n?]22+ &(n) '

L Lo
On observe donc la somme d'une série alterneg—(F—) tend vers O en
n

décroissant) et d'une série convergente. Cette egriconvergente.

exercice 5-C

1)

Le terme général est équivalent a :
D"
n
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d'ou la différence :

Y D 1y o - (1)
n+(-1)" n(n+(-1")
1
n(n+ (—1)”)
qui est équivalente a :
1
n2
donc est le terme général d'une série convergente.
. -1)" L
La sérlez(—)n est donc la somme de deux séries convergentes,
n+(-1)

elle est donc convergente également.
~1+(-1"vn+1
2)) A LLE
n+1+(-1)"vn+1
Le terme général est équivalent a :
(-)"Vn+1 _ (-1
n+l vn+1

d'ou la différence :
(VL (1)t~ ()L ()" (WnH L+ (1))
n+1+(-1)vn+1 Jn+1 n+1+(-1)"vn+1
_ -2
Cn+l+(-1)Wn+1

et . f 2
Cette différence est de signe constant et equmealaﬁn—, c'est donc le

terme général d'une série divergente. La sérieidémre, somme d'une
série convergente et d'une série divergente estginte (contrairement
a son équivalent).
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Un équivalent est :
(o
"2
d'ou la différence :
()" Y 4y cost)
s + cos(n) n’s n’2 +n’s cosf) '
Cette différence est le terme général d'une ségelament convergente,
puisque :

|cosin)| _|cosn) -1
N2 +n’tcosq) 2 02

La série étudiée est somme d'une série alternd'erat série absolument
convergente, elle est donc convergente.

(D" _
2) Z‘/1+ =1

Un équivalent est :

(="
2Jn
et la différence s'écrit :

D" . (D" _ 1(1+&n)
\/“Jﬁ SR ] )

cette série apparait donc comme somme d'une skemée (donc
convergente) et d'une série de Riemann divergEfigediverge.

exercice 6-C
1) Calculons le développement du terme u
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2n+1 2n+1

f(n+1):(n+1)!ef‘+ln 2 ('n ) 2

2n+3 T
(M " emsns Nt
u,=1+ 2n+1Log(—n ),:1— 2n+1 Log(1+é)
2 n+1l 2 n

( 1)(}_ 1,1 1 +f(n))

=1-n+ —

o n 2w Tan® At
:1—1+i_i+_1_i+ 1 _ 1 + 1 +‘9(n)
2n 3n? 4n®* 2n 4n®> 6n® 8n* n*

-1 .1 +£(n).
12 12n* nd

Le terme y est donc équivalent au terme d'une série de Rieman

converge, dOﬂ(Z u, converge.

Soit §, sa somme partielle d'ordre n,on a:
Sh = Log(f(n+1)) — Log(f(1))
donc :
f(n+1)=e>",

et comme § a une limite finie S, quand n tend vers,+(n) tend
également vers une limite finie K €.
2) Il suffit de calculer les intégrales.
Pour la premiére relation :

A _fdt rf (t-k+D)dt

kP Jkat® PR L
Pour la seconde relation :

1 K dt K g+3 K (k=) (t —k+1)dt

P B k-1t k-1t k-1 t*

D'apres le développement obtenu pauplus haut, on a:
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22 - Zlé*].zzk3 2:8&)

n+l n+l

Le reste de la série s'exprime donc par :

edt redt N (¢ (kD -k +1) 1w 1 o &k
— +3 dt|+— ) =+ ) —5.
12( n t? t° ; k-1 t* 12;k3 ; K®

n

On peut remarquer que :
Osw—oﬂ—k+bs%

sur l'intervalle d'intégration.
On adonc:

K (k-t)(t—k+1) et 1
> i
- t* 4d, t* " 1n

Par ailleurs, on écrit :

11 1 pedt a—k+n
-2 dt
2 — Kk 12 © 42 k-1
24n*>  n’

a partir duquel :

£(K)
S L

n+1 n+l

doncZ% est d'ordre supérieur-r%\z-.

n+l

En récapitulant, on voit que le reste de la sétidiée est de la forme :
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+o00

Z“ __1(1_ 1)+ AQ)
T 12\n 20/ 24w n?

n+l

_ 1 12+£2(2n).
12n 12n n
3) Avec les notations de la question 1), on a :

EPU 1 1 50
Log(f(m)=S+1 kZn:uk_SﬂJrlz(n—l) 20-17  n

= S+14 +_£2(n)'
12n
D'ou le développement de f(n) :
1,80
f(n=Ke® n = K(1+ ~ 2t E(r;)).
12n 28& n

On en tire enfin le développement suivant de n! :
( D ", 1 1 £(n))
n=Ki=| ¥ni 1+ + + :
(o Y\ on * 28m7 *
4) Les calculs sont les suivants :

7l

e = F sir*?(t)dt = [-cos(t)sin”*l(t)f+ J' _2(n+1)co§(t)sin”(t)dt

0
= (n +1)|n - (n +1)|n+2'
D'ou la relation :

(N+2)lh+2 = (N+1)k.
Pourn=0etn =1, on obtient :

2 JT
| =|?dt==,
o= =3

| = j % sin@)dt = [~cosOf = 1.
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Pour les indices impairs, on obtient donc :

_2n __ 246...2n)
i =57 lona = = ,
2n+1 1.3.5..(2n+1)
d'ou en multipliant par 2.4.6...(2n) numérateur etah@inateur :
_2@)

L =7——.
2 (2n+ 1)
D'une maniere analogue, on trouve :
(2n)! 7l
an = Sz X5
27(n)* 2
L'expression sin(t) étant comprise entre 0 et 1 $intervalle
d'intégration, on a les inégalités :
sinen+1(t) < sirgn(t) < sirg"-t),

donc :
I2n+1§ I2n < I2n-1 .

On en déduit I'encadrement :

Lt Doy 2041

I2n+l I2n+l 2n
Le rapport indigué tend bien vers 1.
Or ce rapport vaut :
L, _ (2n)!(2n+1) ]
b 27" 2
ce qui s'écrit, avec la formule donnant n! ci-dessu

2n + 2n+1
K(Zn) ¥2n x K(Zne 1) 2+l
~ X

e

I2n
I2n+1 4n 4(D " ' 2
2K (n)
2n+2n+1+1-4n-1 _2n+2n+1+1-4n-2 2n+1
e
eK 2n

d'ou :
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Ao 27
I2n+l - Kz '
Ce résultat donne la valeur de K :
K =<2,
et la formule asymptotique :

B m" ~. 1 1 &)
" _JZ_"(E) YL+ T+ a7 )

(QC-1) Quel est le rayon de convergence de la sirigre :

ZC;“ X"

exercice 7-C
1) On écrit :

k
f(k)sj f(t)dt< f(k-12).
k-1
On obtient donc par sommation :

Zn: f(K) < Lnf (H)dt < le £(K).

Il en résulte :

Zn: f(k) - f(1)sff(t)dts Zn:f(k)— f(n)

f(n)< Z F(K) - J':f (t)dt < £ (1)

donc la suite étudiée est positive. Elle est égatgrdécroissante :

n

Z f(K) - i f (k) - j n_fl(t)dt = f(n) - nfl(t) dt< 0.
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La suite étant décroissante et minorée elle estergente, et admet une
limite positive ou nulle.

2) Dans ce cas la limite obtenue a la premiére touegst appelée la
constante d'Euler. On sait déja qu'elle est p@siiy nulle.

On a également obtenu la majoration :
> f(k)—jf(t)dts F(1)
1
1

donc ici la suite est majorée par 1, ainsi quensid.

3) La forme de cette suite incite a appliquer Bcav

f(9==7,

ce qui montre que I'expression a bien une limite :
YI-[Ey -]
~p bt p [1-a)
n 1-a
YT
— p* 1l-a 1-a
(QC-1) Vérifier qu'on obtient de cette maniere wjuigalent de la

somme:
i 1

exercice 8-C
1) Le terme général :
Xe—nx

Log(n)
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ne tend pas vers 0 si x < 0, donc la série ne peaverger que sur
I'intervalle [0 , +o[. Il est clair qu'elle converge pour x = 0. Suppts
donc x > 0.

Comme I'exponentielle 'emporte sur toute puissaoice/oit que :
Xe—nx
n—— . 0
Log(n)
La série converge donc simplement sur [6].Soit S1 sa somme.
Etudions les variations de la fonction :

xe ™
Xp> ——

Log(n)
Pour tout a > 0, pour n assez grand, la dérivéadstive sur [a ,of.
Le terme général de la série est donc majoré sutof@ par :
ae™
Log(n)
terme général d'une série numeérique convergente.

Il en résulte que la série de fonction convergenmabement sur tout
intervalle [a , +o].

(QC-1) Montrer que la série ne converge pas normaiet sur [0 , +o].

Le terme général est une fonction continue, donsdmme S1 est
continue sur ]O , o[, puisque pour tout b >0 :

b [b/2, 4o,
et que la série converge normalement donc uniforeménsur cet
intervalle.
La dérivée du terme général vérifie pour x > 0 :
1-nx)e™™
nz—( e 0

Log(n)
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donc la série des dérivées converge simplemeri@sur o[, et d'apres le
méme argument que précédemment, normalement suimtewalle de
la forme [a , +o[ (a > 0). La fonction S1 est donc dérivable sur 10].

Cherchons si la série converge uniformément sur.
Le reste de la série est défini puisque la sémeeme simplement :
Xe—kx Xe—tx
X) = < dt
R Z Log(k) Jn Log(t)

k=n+1

o0 +00

X j e dt
Log(n) Jx

e—nx
- Log(n)
< 1 )
Log(n)
On voit que le reste converge vers 0, uniformérsanfO , +o].
La fonction S1 est donc continue sur cet intervalle

2) Z 1+1x“ .

Le terme général ne tend pas vers O'siectend pas vers l'infini.
On étudie donc cette série pour [x| > 1.

donc la série converge ponctuellement suor ][—1[=]1 , +oo[.
Soit a un réel de I'ensemble de convergence pdhetpar exemple :
l<a.

<

n

Le rapport :
Xn
1+x"
tend vers 1, donc pour n assez grand, surdq ; +




Pour comprendre et utiliser - corrigés des exescice 101

n
X e
1+x
1 _2
1+x" x"  a
On voit que la série converge normalement sur feo[, comme sur
I'autre intervalle de convergenced-—a].

La somme de la série est donc continue sur,-1[=]1 , +oo].
La dérivée du terme général est :
-nx"?
2 .
@+x)
Cette série converge en valeur absolue pour |x| > 1
n}{"* n
2 T n+l-
@+x") I«

Elle converge uniformément sur tout intervalle férrfa , +o[ du
domaine de convergence ponctuelle (et de mémesurg] sia<0) :
nxX" 2nxX™  2n _ 2n

7 < 20— ontl = n+1-
(1 + x”) X X a
La somme de la série est donc une fonction démvalt son domaine de
convergence ponctuelle.

(QC-2) Montrer que la somme de la série est ind@@mt dérivable.

3) D x@-x)".

Il s'agit, presque, de la série géométrique, o donc que cette série
converge pour |1 — x| < 1, soit 0 < x < 2. On pmarnpléter par 0 en
raison du facteur x. Le domaine de convergencetpelie est [0, 2[.
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Soit S3 la somme de cette série. On voit que S3D)
Depluspour0<x<20na'

S3(x) = Zx(l )" = X

1-(1- x)

Cette somme étant non contlnue en 0, la série meecge uniformément
sur aucun intervalle de la forme [0, a], a < 2.

(QC-3) Etudier l'intégration terme a terme de cestéeie sur [0, 1].

sin®(n
) T
n
Cette série est normalement convergente sur R :
a3
sin®(nx) < 1 '
n! nl

La somme de la série est donc définie et continu®son la note S4.
La dérivée du terme général de la série est :
3ncosfix)sin’(nx) _ 3cosfx)sin®(nx)
n - (n-1)!
Cette nouvelle série est également normalementecgante, donc S4 est
dérivable sur R.

(QC-4) Chercher la somme S4 de la série.

exercice 9-C

1) Fonction zéta
La fonction définie par :

1
u,(x) ==
00 ==

est indéfiniment dérivable, et :
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1P (= (~Logn)' .
Soit a un réel supérieur a 1. On sait que la s@mmérique de terme
géneral :

(Logn)—

est convergente. Pourxa, on a :

lu, P (x)| < (Log(n))pn—la.
Il en résulte que pour tout p, la série dont leneegénéral est la dérivée
p-ieme du terme général de la série de RiemEHn% est normalement

convergente sur [a ,odf. La fonction zéta est donc indéfiniment
dérivable sur un tel intervalle, pour tout a > & fonction zéta est par
conséquent indéfiniment dérivable sur l'intervallert |1 , +o].

Fonction zéta alternée

Par le critere des séries alternées, on voit qui rie converge
simplement si et seulement si x est strictementipos

Le reste de cette série est majoré :

gl
Z p* | (n+1)

n+l

doncsix>a>0,ona:

X - a
n+1 p (n+1)
donc la série converge uniformément sur tout iratée\b , 4o, b > 0.
La fonction zéta alternée est donc continue surHg[.

La dérivée d'ordre p du terme génératie cette série est :

w73 = (1) (-Log(n))' -
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Il en résulte que la fonction zéta alternée eséfindment dérivable sur
I'intervalle 10 , +o[.
2) On obtient, pour x > 1 :

(0-¢,09= Y =-C

_ 2
2

= 21_X i

(%) = 4y(x) = 2 (x).
3) On observe d'abord, par I'encadrement usuet,)poUl :
1 J‘”“dt 1
< —<
(n +1)X n

tX (n)X
1 J‘””dt 1
< — < —

{x) -1s—— <¢(x)
x—-1

1 1
m <{(x)<1 +E.
On en déduit que le produix £1){(x) tend vers 1, d'ou le résultat.
4) D'aprés la question 2, on peut écrire :
.00 = (L= 27 )3 = ((x - DLog(2) + (x - )e(x ~ D) (x)
et compte-tenu de la question précédente, on ueit q

Z,(x) - Log2).

d'ou :

(QC-1) Retrouver ainsi I'égalité :
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o (D)™
; o =Log(2).

exercice 10-C

1) Z n"x".

Si |X|> 1, le terme général ne tend pas vers 0. Il est décessaire que
R soit inférieur a 1.

Supposons donc |X| < 1, et étudions la convergeade série :
_p 1
Zn( VX" = x+ 2% +§x3 +4x* + ...

La série de terme général 2p:a pour rayon de convergence 1.

De plus:
ZZpXZ" = leprzp_1
p=0 p=0

et Zprzp‘l est la dérivée d{ x*P. On adonc :

p=0 p=0
+00 ! 2
> o =x{ ) =
p=0 X L-x°)
2p+1
La série de terme générépa)ﬁTl a pour rayon de convergence 1.

Sa somme est une primitive de :

+o00

szp - 1—1x2'

p=0

On adonc:
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X2 1 1+X
Z2p+1:§LO 1- x)+C
p=0
et comme le premier membre s'annule pour x = 00C =
En conclusion, la série étudiée a pour rayon devexgence 1, et sa

somme est :
+
1 L g(l X
(1 x )
X
2 —_— .
) Z(n+1)(n+3)
Le rayon de convergence est 1. La décomposition :

1 101 1 )
(n+)(n+3) 2\n+1 n+3
montre qu'il suffit de calculer les sommes deseséentiéres de rayon de

convergence 1:
Xn
f(x) = Z n+1)
Xn
9x) = Z(n+3)'

(i) = > K==

n=0 1-x

On écrit :

donc :
xf(x) = C—- Log(1—x)
et comme f(0) est défini, on trouve C =0 :
F(x) = ——Log(j' X)

D'une maniere analogue, on écrit :
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(xgg(x)), = Z X" =

n=2

On obtient donc :
2

x’g(x) =C _LZ - x- Log1-x),

et on doit choisir C = 0 puisque g est définie en 0
2

X x—Log1- x)
o(x) =—2——;

X
En conclusion, le rayon de convergence de la studiée est 1, et sa
somme est :
( x? )
1| _Logl-x) —-— —Xx-Log(1-Xx) |
ZL X x° J
soit :

2

XE + X+ Log(1-x) —x’Log(1- X)

2x3

. 1

prolongé en 0 pag.
4n (n|)2 2n+1

3) Z (2n+1)!

Notons a le coefficient de Xdans cette série fnl) :
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a, _4"((nH° (2n-1)!
a, (2n+D! 47 (n-1))
___Any
T (2n+1)(2n)
_2n
S 2n+1
Le rayon de convergence de cette série est doBaitlf(x) sa somme.
La dérivée est :

F(x)= Y @n+Dax" = (2n)a, X"

n=1

On obtient :
> (2n)a, x" =D @2n-1)a, X"+ Y a, X
n=1 n=1 n=1
fl (X): Z(2n+1)a.quzn+2 +Zanx2n+2
n=0 n=0

=1+ x2f" (X) + xf(X).
Donc f est solution, sur ]-1, 1[, de I'équatiofiatentielle :

1-x)y -xy=1.
Résolvons I'équation homogeéne :
1-x°)y -xy=0.
On écrit :
y _ X
y 1-x*
donc :
( yp__1 2
LongD =3 Log(l-x°)
C
y:
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La méthode de variation de la constante donne :

(o 1 )

pod L
1-x° 1- x2/

1-x)y —xy=C+v1-x* =1

C' = !

V1-x°
C = Arcsin(x),

d'ou la solution générale de I'équation différdlgtie
_ C+Arcsin(x)

V1-x?
La somme f(x) de la série vérifie f(0) = 0, d'ooup-1 <x<1:
Z 4"(n)>x*™  Arcsin(x)
n+1)l  Y1-x

nz1

(QC-1) En déduire I'égalité :
Z 2"(n)2 _n
(2n+ 1! 2°

n=1

Xn
4 nzz?; n+3sinq)’

109

Le rayon de convergence est 1, puisque n + 3sinfnet que la série :

Xn
2

a pour rayon de convergence 1.

R : e 1 .
Pour la méme raison, la série diverge pour X :uisqmez— diverge.
n

Pour x = -1, on écrit :
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)" (Y = (-1y =3sin(n)
n+3sin) n n(n + 3sin(n))’
(1) -3sin(n) | _3 sin(n)  3sinp)
n(n+3sin()] __ n(n+3sin)) n’
Jsin(n)| .3
n?

On voit que dans ce cas, la série est somme d'é@rie alternée,
convergente, et d'une série absolument convergdtite. est donc
convergente.

Plus généralement, sur [-1 , 0], la série est somdmedeux séries
convergentes :

X" X" n 3sinf)
— —_— X —,
Zn+33in(n) Z n Z n(n+3sinf))
on peut donc écrire, pour les restes :

X" _ in 3 n 35|n(n)
;n+35in©) 'ZN: : ZN:X n(n+3sin)’

et pour majorer le reste de la série étudiée,fiitsle majorer les restes
de ces deux séries convergentes :

Xn
2

an 3sin()
pery n(n + 3sin(n))

. . v 3
et ce dernier reste tend vers 0, puisque la &Er:len(n—s) est conver-
n=4
gente. En résumé, le reste de la série étudiéastré par une suite
indépendante de x, tendant vers 0. La convergestadoac uniforme sur
I'intervalle [-1 , O].

N
W1

1
N = N’

3
Z n(n-23)

n=N

IN
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exercice 11-C
1) f(x) = (Arcsin(x))".
Les dérivées de f vérifient :
VI-x2 ' (x) - 2Arcsin(x) = 0
\/1_—Lx2 £ (%) + V1= X £ (X) _\/lf_xz =0
xf' (x) + (L-x*)f"(x)+2=0.
La fonction f est donc une solution de I'équatidfécentielle :
xy -(1-x*)y'+2=0.
C'est l'unique solution qui vérifie f(0) = f(0)G=
La fonction f' est solution de :
Xy - (1—x2)/ +2=0.
C'est l'unique solution qui vérifie y(0) = O.
Soit :

une série entiére. Cherchons a quelle conditioa edlrifie I'équation
différentielle du premier ordre précédente. On dudir :

+0o +o0 +00
Zanxn+1_znanxn—1+znanxn+l+2:0-
n=0 n=1 n=1

Cette égalité est vérifiée si et seulement si ¢edit€s sont vraies :
terme de degré G;a,+ 2=0,
terme de degré B, —2a, =0,
terme de degrep 1,a,, —-(p+Da,, +(p-1a,, =0,
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Soit :
a, =2,
pap—l = (p+ 1)ap+1’
on obtient :
2p 2p 2p-22p-4 2
= = .= (2
% 2p+1a2"‘1 2p+12p-12p-3 3()
_2p-1 _2p-12p-32p-5 1
% STy S T Ty on22p-a 2%
__(2p!
a2p 22p(p|)2a0’
22p 2
azpﬂ:zJP—!L.
(2p+1)!

La série vérifiant u(0) = 0 correspond@=0, il s'agit donc de :

*Z” Z7Hp)? 2pm

' (2p+1)!

série dont il faut déterminer les conditions devasgence. On écrit :
B _ 2PN(P)*  (2p+3)!  _(2p+3)(2p+2)

By (2P 22P7((p+ 1)N? 2°(p+1y
_2p+3
C2p+2
Le rayon de convergence est donc égal a 1.

La fonction f(x) est donc la primitive de la sépegcédente qui s'annule
enx=0:

+o0

Le rayon de convergence est également 1.
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2) g(x) = co§(x).
On commence par linéariser cette expression :

g(x) = %005(3() +% cos(x).

On peut alors combiner les développements connsigodetions cos(x)
et cos(3x) :

cos(X) = Z(—l)p (;(pp)!

+oo 2p
cos(3)= Y (-1)’3FP——
p=0

(2p)!
_ +00 ; sz 32p+3\
g(x)—;(—n B p)![—4 i

Le rayon de convergence est.+
—xz/ X
3) h(x) =e 2.[ e/,
0
On obtient par dérivation :
h'(x) = —xe_x/ZI et/2 + e_x/zex/2 =1- xh(x).
0

La fonction h est donc l'unique solution de I'égquatdifférentielle :
y+xy=1

vérifiant y(0) = 0.

Cherchons les solutions développables en sérierensi'il en existe.

Posons :
yx) =D ax
n=0

© indications pour résoudrei-méthode <~ lexique



114 Pour comprendre et utiliser - corrigés des exescice

Cette fonction est solution de I'équation différelig si ses coefficients

vérifient :
Znaqx”‘1 + xZanx” =1
n=1 n=0
soit ;
a=1
2a,+a,=0
(p+Da,,+a,; =0
d'ou :
e S i
a, = 6% 2= e 2‘%
1
= _1p
% = (1) 2p(2p—2)...280
1
& = (1P

(2p+1)(2p-1)...3
et pour avoir y(0) = 0, il faut choisiga& 0.

La somme de la série suivante (lorsqu'elle conyeegt donc une
solution de I'équation différentielle nulle pousX :

— N _1\P 1 2p+l
y(X)_;( M @p+)@p-1).3

Les coefficients s'écrivent :
2°p

-1 p ,
1) (2p+1)!
donc le rayon de convergence est infini. On combdurtc, pour tout X :

/I Z( )p(2p+1)' 2p+1l
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sin(x)

4) (9 =

On connait le developpement de sin(x) :
2p+1

sin(x) = Z( Y oo

d'ou :

N e XP
J(X)—;( e

Le rayon de convergence est infini.

(QC-1) En déduire une expression sous forme de géri

[sntl,
o t

Donner une approximation a 0,001 presfi S ()

5) k,(x) =(1-x)".

La dérivée esk_'(x) = —a(d-x)*", donc :
ak,(x)+@-x)k, (x)=0.

Les solutions séries de I'équation :

ay +(1-x)y'=0
vérifient :

+00

ai ax"+ +Zmney]x”‘l - Zna]x” =0.
n=0 n=1

n=1
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Les coefficients doivent donc vérifier les relagan
aa,+a, =0

o8, +28, -3, =0

aa, + (p +1)ap+1 - pa, =0.
On déduit de ces relations :

—aq, =g
(a-1) _
5 aQ=a
@-p . _
p+1 ap a‘p+l'

Si a est entier, la fonction a développer est un patyaoil suffit
d'appliquer la formule du binéme.

Dans le cas général, on obtient :
_ a(a-D...a-p+)
ap - (_1)p p' aO
La fonction a développer prend la valeur 1 pour® donc correspond a
a=1:

+00

(1- X =Z(_1)p a(a—l)..éa— p+1)xp'

p=0
Supposonst non entier, le rapport :
ap+1 — (0' - p)

a, p+1

tend vers 1. La série entiére obtenue a pour rdgaronvergence 1.
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1 . s
Poura = 5 on obtient I'égalité, sur -1, 1] :

__;(_% —1)...(—% - p+1) o

I B
— —;( 1) -

|
N~
/—|\
N~
|
L
A

y ——;— p+l) _ Y1-2)(-1-4)...(-1-2p+2)

p 2°p
L el3..(2p-1])
ST
_ (2R
=(-1 =,

)

On obtient enfin :

2
Par intégration, on écrit le développement en s#idrcsin(x), de rayon
de convergence 1 :

= I
Arcsin(x) = Z (2p)! x>
p=0

=2 (p)"(2p +1)
Etudions enfin la convergence aux extrémités de H1

On a I'équivalent suivant pour le terme général :
2p)! 1 1

2% (p)?(2p+1) 7 (2p+INp’

ce qui montre que la série converge aux extrérdidintervalle.

(QC-2) En déduire une expression§$ous forme de série.
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exercice 12-C
1) On trouve facilement :
01(x) = x sur ], 0]
O2(x) = —x sur ]+, 0O].
On note que gn'est pas continue, alors quel'gst.

2) Ces deux fonctions sont de clas$g@r morceaux.
Le développement dg @ été calculé dans I'exemple 92 :

=1 .I;dx—l X—T
ao 7T. J
_1 _Afx . cosx) 1" _
a, = ”'_icoshx)dx— ﬂLnsm(nx) + " J—rr_ 0
-1 .;sin(nx)dler—ﬁcos(nx) LSinO 1" _ 22C1"
md-n 7l n n2 1, n

Pour g, le calcul donne (les coefficientg ont nuls) :

1 ¢n
=— dx =rr,
=[x

17 _ 2 [ A
a, —TTJJ;(Icos@x)dx—?(( " -1
Pour la premiere série, on obtient, sur J+ :

x| = ZZ (_1:_1 sin(nx).

Cette égalité n'est pas vraie poyou -Tt, ou la somme de la série est 0.
Pour la seconde série, commeegt continue, on a surti 1 :

X = 7T+ Z% ((—1)n - 1)cos(nx).

nx1
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3) Pour f, on dispose ainsi de deux développemamtsérie de Fourier
sur l'intervalle [0 1.
Il est clair que le second développement donne umalleure

. . - 1 .
approximation puisque le terme général estgnalors que le premier
n

1
est en—.
n

exercice 13-C

On noteZanx” une solution série entiere, s'il en existe uneoret

cherche les relations que doivent vérifier les toiehts &,
1) La relation a vérifier s'écrit :

+00

Zn(n—l)anx”'1 Znanx Zanx

n=2
Pour les coefficients :
a, =0
28, +2a,+a =0
3.2a,+3a+a, =0

(n + 1)n%+1 + (n + 1)an+1 + a"l—l =0

1
Q"Hl - (n+1)2 a‘ﬂ 1
Les coefficients d'indice impair sont donc nuldestautres s'écrivent :
_( )D
2p(|o')

Les solutions développables en série entiere sont d
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oo . 2P
ao;( I e
Pour le rayon de convergence, on écrit :
()
2%2((p+1))*  4(p+1)’
ce qui montre que le rayon de convergence esi.infin
2) Ici la relation est :

Z 4n(n—-1a x" " + Z:2na|nx”’l - Z ax"=0.
n=2 n=1 n=0
Pour les coefficients :

2a -a,=0
8a,+4a,-a,=0

4n(n-1)a, +2ng —-a,, =0
%= 2n(2n-1) v
Une série solution de I'équation différentiellecsgtédonc :

+0o 1 ]
dg X .
;(Zn)!

Le rayon de convergence est infini.

(QC-1) Ecrire la somme de cette série a l'aidefdestions usuelles.

exercice 14-C

La fonction f peut étre prolongée en 0, par f(0l,=en effet, on a un
développement limité en O (pourrO) :
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Log(1+ x) = X +X&(X)
f(X) =1+ &(x).
La fonction ainsi prolongée est continue.
Sa dérivée, pourx 0 est :
X
£ (%) = 1+x Lfg(1+ X) _X —(1+2x) Log(1+x)
X X (1+X)
Le numérateur admet un développement limité en O :

NG ARG

x—(L+ X)[X_E + x2£(x)} === +x%8(X).

donc f'(x) a bien une limite finie quand x tends/ér

Plus généralement, on peut voir que la fonctigpréJongée en 0, est la
somme d'une série entiere :

Log(1+ x) = Z(—l)”*lir:

nz1

f(x) = Z(—l)””%.

nz1
La fonction prolongée est donc indéfiniment dérleadn 0. En dehors de
0, cette propriété est encore vraie, puisque fakst produit de deux
fonctions indéfiniment dérivables.
2) Le rayon de convergence de la série écrite ssueest 1.
On peut intégrer terme a terme cette série surgeginent contenu dans
l'intervalle -1, 1[, donc pourX [0, 1] :

j :f (t)dt = Z(—l)"”—i j :t”‘ldt = Z(—l)””);—:.

n=1 n=1
L'intégrale dépendant de la borne supérieure edinee, donc, pour X
tendantvers 1:
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lim [ j:f (t)dt) = Llf (t)dt

Il reste & déterminer la limite en 1 de :

ne1 X
D (T

nz1

Or la série converge normalement sur [0, 1], caa ta majoration :
ax' 1
|(_1)n 1_2
n

n’
La somme de la série est donc une fonction contioug0 , 1], la limite
en 1 est donc égale a la valeur en 1, d'ou :

[ Lo o= S gt

0
nx1

<

3) La fonction considérée est continue et de cl@g®ar morceaux.
Elle est donc développable en série de Fourier.
Comme elle est paire, les coefficientssbnt nuls.

Sur [-1t, 1M, on a donc :
, TP _1\n COSEIX)
X ——3+4E ( 1)—nz .

nz1

n? a1
O'?MZH)F

n=1
n1_
Z(_l) o 12

nz1

En particulier, pour x =0 :

d'ou :

'Log1+t) 17
—2=dt= ) (-)™M 5 =—.
L t Z( ) n® 12

nz1
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3-3 Corrigés des guestions complémentaires

exercice 1-QC
1) Par contraposition, SZ:Un diverge, anrsZ:vn diverge également.

2) Posons :
1

n(Logn))”
Vn+1(y) _ U — _IB_ y + E(n)
v,()  u, nlog() nlog(n)
On sait (exercice 3) que gi> 1, la sérieZvn(y) converge, et que,

V() =

inversement, sy< 1, elle diverge. On distingue donc trois cas fbur
cas 1:spP<-1, il existey>1 tel quel <y < -1, donc:

Vo (1) _ U

vy ooy,

et doncZun converge également.

cas 2 : sp > -1, un raisonnement analogue montre E&Jm diverge.

cas 3 :sP =-1, on ne peut conclure.

3) Ecrivons :
1

1+v,
et supposons que puait une limite finie, soit L.

Pour toute > 0, il existe donc un rang N a partir duquel :
L—e<nwp<L+e

un+1 =
u

n
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Il en résulte que si L < 1, pour n assez grand om,& 1 donc la série
diverge, et si L > 1, pour n assez grand on @ >\l donc la série
converge.

Il reste donc le cas ou L = 1, pour lequel on ng pas conclure, puisque

cette hypothese est vérifiée pour :

U_lv_l
T T

qui correspond a une série divergente, et pour :

|(1 +—LO€(1 ' %) \|
L Log(n) J

1

ool

qui correspond a une série convergente.

exercice 3-QC
1) Le calcul d'intégrale est :
X dx [ Log(Log(x))*” T
L xLod x) Log(Log(x))” _L 1-y J2

poury# 1.
Cette intégrale converge si et seulementsil.
Siy =1, l'intégrale diverge :

§ dx _ .
J XLodx)Log(Logx)) _ L-eALeALog)]..

exercice 6-QC
On écrit :
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2n 2n
n _ (2n)! ﬂﬁ?) V2n _2r
2n (n!)z ZH[D)Znn \/7_zn
Ve

Si on note al'équivalent, on a:

Sy :4‘/i . a.
a, n+1

L A
Le rayon de convergence de la série est donc egal a

exercice 7-QC
On applique le résultat précédent. L'expression :

iﬁ—zﬁm

a une limite finie, donc :

- 1.

Enl—l
~ P

2Vn
On conclut :

Zn:ﬁ ~24n.

exercice 8-QC
1) Si la série convergeait normalement sur [&], # existerait une série
numérique convergente , S(X a,, telle que pour tout x O :

Xe—nx <
Log(n) ~ %
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Or I'expression x&% a pour maximum :

donc on devrait avoir :

—1

e <a

nLogn) =
-1

nLodn)
La série étudiée ne converge pas normalement surdp

Cela impliquerait que la sérE converge, ce qui est faux.

exercice 11-QC

1) La série converge uniformément sur [0, x], donc
2p+l

.[o t dt_zol( b (2p+1)2p+1)

Pour x =11 sachant que le reste de cette série alternémastré en
valeur absolue par le premier terme négligé, it titerminer pour quel
rang ce terme est inférieur a 0,001.

On obtient :

2p+1
e

<
2p+1)(2p +1)!

Un calcul numérique donne p = 5. La valeur apprectié l'intégrale,

calculée avec les 5 premiers termes de la sétidpes 1,852.

2) La somme de la série (qui est normalement cgevde), et la

fonction Arcsin, sont continues en 1, donc on penionger I'égalité
obtenue sur l'intervalle fermé [-1 , 1], d'ou prur 1 :

0,001.

m_ p)!
2 Z 22°(pY (2p+1)

p=0
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exercice 13-QC

Posons :
S
ux) = ) ——x"
~ (2n)!
Remplagons x parx
- 1 2n
u(x’) = Y ——x*"=ch(x).
— (2n)!

Donc, si x> 0, on a I'égalité :
u(x) =chY'x)
De méme, en remplacant x pak+x
2 N (_1)n 2n 2
u(=-x)= ) —=x" =codx")
(=x) e (2n)! E( )
Donc, si x< 0, on a I'égalité :

u(x) = cos(\/—_x).

127
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44 Pour Chercher

4-1 Indications pour les exercic&s)(

exercice 1-I
1) Procéder par récurrence.

2) Sia > 0, se rappeler que pour qu'une série converget nécessaire
gue le terme général tende vers 0.

Sia <0, comparer af B < 0. Poura = -1, chercher des exemples de
séries convergentes et de séries divergentesarérdette hypothese (M).

3) Ecrireh, pourv, :i.
Y n+t
4) Poser k =1 + h, exprimer :
NUh — (N + 1)W+2.
5) Cas 1: le terme général tend-il vers 0 ?
Cas 2 : le terme général décroit en valeur abselutend vers 0.

n

exercice 2-|

1) Par un DL (M), majorer i et montrer que :
n2up, --. 0.

exercice 3-1

1) Distinguer L = 0 et I£ 0.
2) Comparer avec l'intégrale. Procéder comme en 1).

exercice 4-

1) Discuter selon le signe de chaque parametrennbrComparer a une
série de Riemann.
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2) S'assurer que le terme général tend vers 0. @@mnga une série de
Riemann.

3) Examiner si les séries sont alternées, a mhrtL.

exercice 5-I

)n+ (-1 ~n.

2) Remarque analogue : un des termes est négleggetlant I'autre
(numérateur et dénominateur).

exercice 6-l

1) Chercher un DL def%. (M).

2) Calculer les intégrales. Observer que sur [k &]lon a :
O<(k-t)(t—k+ 1k 1/4.

3) Ecrire d'abord le DL de Log(f(n)).

4) Intégrer ki par parties. Comparer les ¥x) pour comparer les

intégrales. Utiliser la formule de Stirling pourpekner la limite deIA

2n+1
en fonction de K.

exercice 7-1
1) Encadrer l'intégrale.

exercice 8-l
1) Vérifier que le terme général tend vers 0. Poser
Xe—r‘l)(
u,(x) = ,
7(X) Log(n)

et étudier Aun(X).
2) Vérifier que le terme général tend vers O.
3) Séparer les cas x = 0 e£X.
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4) Majorer.

exercice 9-

1) Pour la fonction zéta : calculer la dérivée peétn terme général et
étudier sa convergence normale.

Pour la fonction zéta alternée : vérifier que henie général tend vers 0.
La série est-elle alternée ? Pour la convergend®eraore, majorer le

reste.
n+1dt
J, v
puis sommer.

3) Encadrer l'intégrale :
4) Utiliser 2) et un DL au voisinage de 1.

exercice 10-

1) Considérer la série comme somme de deux séniEses.

2) Décomposer le coefficient en éléments simples.r&nener, par
intégration ou dérivation, a des séries connues.

3) Calculer &

. Pour la somme, dériver et utiliser le calcul pderé
-1

pour établir une équation différentielle.

4) Utiliser la méthode de I'exercice 5.

Penser a la majoration du reste d'une série atierné

exercice 11-|

1) Dériver deux fois pour obtenir une équation diné. penser aux
conditions initiales.

2) Linéariser.

3) Dériver

4) Utiliser le développement de sin(x).
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5) Pour Arcsin(x), dériver pour retrouver le casdé. Pour la limite en
11, utiliser la formule de Stirling (exercice 6).

exercice 12-I
3) Comparer les ordres de grandeur des termesaignér

exercice 13-
1) et 2) Distinguer les coefficients de rang pa&ircéux de rang impair.

exercice 14-|

1) Probleme seulement en 0. Prolonger par con@raipartir d'un DL.
Pour la dérivabilité, voir que f est la somme d'seee entiere de rayon
de convergence non nul.

2) Intégrer terme a terme sur [0, x], en justifid&réciser la convergence
sur [0, 1].

3) Noter que f est continue et Gar morceaux.
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4-2 MéthodesH()

Mode d'emploi de cette partie : vous trouverebal@ une liste de
méthodes de résolution des types de questionsnpéésedans ce
volume. S'agissant d'un discours sur les mathéoestjget non
d'un discours mathématique, on trouvera naturel gtilise les
abus de langage usuels, les raccourcis allusitie &con générale
gu'il se rapproche d'un discours oral qui pouggaie tenu devant
les étudiants.

1-  Pour établir une propriété d'une suite. Il est souvent utile de
faire un raisonnement par récurrence : la propeéstévraie pour
n=0 (ou1l...), et on verifie que si elle vraie paa entier elle est
vraie pour le suivant.

2-  Pour étudier le signe d'une expressianS'il s'agit d'un probleme
local (signe au voisinage d'une valeur de la vé)apenser que le
signe du premier terme non nul d'un développemiemtél (ou
asymptotique) donne le signe de l'expression. Béameralement
on peut chercher un équivalef. (

3-  Pour étudier la convergence d'une sérieNe pas oublier que le
terme général doit tendre vers 0 (mais que cekuffi pas !).

4-  Pour écrire la contraposée d'une implicationLa contraposée de
I'implication "si P alors Q" est "si non Q alorsm@". Ces deux
propriétés sont équivalentes.

5-  Pour utiliser l'existence d'une limite. Pour une suite par
exemple, si (§) tend vers L, alors pour togt> 0, pour n assez
grand, on pourra écrire Le-< u, < L +¢&. Par exemple, si L > 0,
pour n assez grand, on a L/2 g<u3L/2 (doncy>0 ...).

6-  Pour trouver un équivalent. Revoir les méthodes concernant les
études de limites. En particulier : équivalent dpnoduit, d'un
quotient (pas de difficulté), équivalent d'une samfattention !),
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10-

11-

12

utilisation d'un DL (le premier terme non nul donne
équivalent). Si, au voisinage de l'infini, ast négligeable devant
b, alors @+h, ~ b, Penser également aux équivalents
“classiques”, comme sin(x) ~xen 0 ...

Pour comparer deux expressionsVoir ci-dessus (équivalents)
mais aussi revoir les résultats de comparaisorpdssances, des
exponentielles, et des logarithmes.

Pour étudier la continuité, la dérivabilité de la ®mme d'une
série de fonctions.Ces propriétés sont locales. On peut, pour les
étudier, se restreindre a un intervalle bornéciehé.

Utiliser la contraposée.Pour beaucoup de résultats classique, la
contraposée 8] donne également un résultat intéressant. Par
exemple, si la limite d'une suite de fonctions ourgs n'est pas
continue en un point, alors cette suite ne convarglermément,

ni normalement, sur aucun intervalle contenantaetp..

Pour encadrer une somme partielle, ou un reste dége. Si le
terme général est défini par une fonction décroigsgenser a la
comparaison série-intégrale.

Pour calculer la somme d'une série entiere (1Lalculer signifie

ici exprimer a l'aide des fonctions usuelles. Urighuode consiste
a essayer de se ramener aux développements encsénes

(exponentielle, sinus, cosinus, logarithme, ségiengetrique ...).

Pour calculer la somme d'une série entiere (2Montrer que la
somme Vérifie une équation différentielle (simplerésoudre cette
équation, en tenant compte des conditions initi@kaseur de la
somme en un point ...).
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4-3 Lexique &)

_ 1
Convergente: une série de terme générglest convergente si la suite

des sommes partielles converge.

_

Divergente: une série divergente est une série qui n'‘est@agergente.

_

Equivalents : deux fonctions f et g de la variable x sont égleéntes au
voisinage de a (ou de l'infini) s'il existe unedban g, tendant vers
0 en a, telle que f(x) = g(x)(1 &Xx)).

|

Normalement : une série de fonction® f (x) converge normalement

sur une partie | de R s'il existe une série numérigonvergente
Zun telle que pour tout x de I, on ai§(§)| < un.

_

Ponctuellement: une suite de fonctions,ffconverge ponctuellement en
a si la suite numérique,(f)) converge.

_

Simplement : pour la convergence d'une suite de fonctionspisyme
de ponctuellement{).
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Somme: la somme de la série convergente ) Zan est la limite des
sommes partielles:{") de cette série.
Somme partielle: la somme partielle de rang p de la se’i‘gan est la

n=p
sommez a,.
n=0

|

Terme (général): le terme général de la sérlgag1 est donné par la
suite (@) associée a la série. On désigne ainsi l'expmesgio

|

Uniformément : une série de fonctiong f (x) converge normalement

sur une partie | de R s'il existe une série nurnérigonvergente
Zun telle que pour tout x de I, on ai§(})| < un.



