7. Suites de nombres réels

7.1. Définitions générales

On appelle suite de nombres réels une applica-
tion n > wu(n) de ’ensemble N des entiers natu-
rels dans R. Le nombre u(n) est noté u, et appelé
terme de rang n de la suite. La suite est notée
(u,), >y ou simplement (u,, ).

Remarque. — L’application n +> u(n) peut
n’étre définie que sur une partie infinie 7 de N par
exemple {n EN | n =n,} ou{n €N |nimpair} .
On énoncera les résultats en supposant / = N,
P’adaptation aux autres cas se faisant sans difficulté.

Pour définir une suite, on utilise principalement :
a) Une définition explicite : on donne I’expres-
sion de u, en fonction de n. Par exemple :

1
= 2+
“n n+1

b) Une définition par récurrence : u, se calcule
a partir du terme précédent (ou des k termes pré-
cédents), le premier terme (ou les k premiers) de la
suite étant donné. Par exemple :

u, =u,_, +Vun_1 avec

n n

uy =1

u, =u, , +3u, , avec u,

n n =2’ul=_1

On peut aussi définir une suite de maniére diffé-
rente. Par exemple en définissant u, comme la
n®Me racine positive de I’équation tg x = x.

On dit que la suite (un) est une suite station-
naire s’il existe kK € N tel que :

U, =u, Vn=k

En particulier, une suite constante (un =u, Vn)
est une suite stationnaire.

On dit que la suite (u,) est une suite croissante
(resp. strictement croissante) si :

n>p = u, >up (resp. u, >up)

On dit que la suite (u,) est une suite décrois-

sante (resp. strictement décroissante) si :
n>p=>un <up (resp. u, <up)

Les suites croissantes et les suites décroissantes
sont appelées suites monotones.

On dit que la suite (u, ) est majorée (resp. mino-
rée) s’il existe une constante M (resp. m) telle que :

u, <M Vn€EeN (resp. m<u,)

On appelle suite bornée une suite a la fois majo-
rée et minorée. Pour une telle suite, il existe une
constante A telle que :

lu, |I<A VneN

On appelle suite extraite d’une suite (u, ) toute
suite (v, ) définie par v, = Us (n) Vn €N ou fest
une application strictement croissante de N dans

lui-méme.

7.2. Limite d’une suite
7.2.1. DEFINITION

La limite d’une suite est le cas particulier de la
limite d’'une fonction quand x tend vers x,, dans X
obtenu pour x, = + o et X = N. Donc d’aprés
8 133852

La suite (u, ) est convergente et admet pour limi-
te le nombre réel £ si pour tout € > 0, il existe un
entier N tel que :

n>NE =>|un—!2|<e

On écrit alors : lim u, =% et on dit aussi quela

n-
suite (u, ) converge vers £.

Une suite non convergente est dite divergente.
Un cas important de suites divergentes est celui des
suites ayant une limite infinie : la suite (u, ) tend
vers + oo (resp. — ©0) si pour tout 4 > 0, il existe
un entier N, tel que :

n>NA = U >A (resp. u, <—A4)

On écrit alors :  lim Ui =hieo

HEX

(resp. — =)

Exemples. —
— Une suite constante est convergente et admet
pour limite u,,.

. ol 1
— La suite (u_) définie paru, =2 +
n/ by n +

0 est con-

vergente et a pour limite 2 car :

lu, —21=-L <e dtsque n>L_1

n+1 e T



— La suite (v,) définie par v, = (—=1)" est diver-
gente.
— La suite (w,) définie par w, = n tend vers + oo

Propriété 1. — On ne change pas la nature d’une
suite (convergence ou divergence) en modifiant ou
en supprimant un nombre fini de termes de la
suite.

En effet, dans les définitions précédentes n’inter-
viennent que les termes de rang supérieur a N ou
Ny.

Propriété 2. — Pour que la suite (u,) converge
vers &, il suffit que |u, - 2| <», Vn €N et que
la suite (v, ) converge vers 0

car n>N€=>vn<e=>|un—Q|<e

Propriété 3. — Pour que la suite (u,) tende vers
+ oo, il suffit queu, >v, Vn EN et que la suite
(v,) tende vers + oo

car : n>N, =>v">A=>un>A

7.2.2. PROPRIETES DES SUITES CONVERGENTES

Propriété 1. — Si la suite (u,) est convergente,
la limite ¢ est unique
d’aprés 'unicité de la limite d’une fonction (§1.34)

Propriété 2. — Sila suite (u, ) est convergente de
limite £, on a pour tout k entier fix¢é :

lim u =L
5 i n—-k

car l’inégalité | u,- 2| <e pourn > N entraine :

lu, - 21<e pour n>N+k

Propriété 3. — Toute suite extraite d’une suite
convergente est convergente et a méme limite.

Soit (u,) une suite convergente de limite £.
On a :

Iun—2|<e dés que n>N

Si (v, ) est une suite extraite définie parv, = Ug ()

ona :f(n) > n car f est une application strictement
croissante de N dans lui-méme. Par suite :

lv, - Q|=Iu”n/— Q| <e désque n>N

La suite ( v, ) est donc convergente et a pour limi-
te 2.

Propriété 4. — Si f est une fonction définie sur
R, telle que /lim f(x) =4, lasuite (u,) définie

X+ oo

par u, =f(n) Vn€N estconvergente et a pour
limite £.

Ceci résulte de la définition de la limite d’une
fonction quand x tend vers + oo

Remarque. — Les propriétés 1 a 4 restent vala-
bles pour une suite ayant une limite infinie.

Propriété 5. — Toute suite convergente est bor-
née.
On aeneffet : ¢ —e <u, <L+e désquen>N

Dot : lu, <M VnEN
en notant M le plus grand des nombres | u; | ,
luy |y Iy 1,12 —€let|R+€].

Exercices - Exemples

On considére les suites définies pour

n =1 par:

n
u, = Log(1+e") et v, = 1 cos 2%
2n n 4

Montrer que la suite (u,) et la suite (v, ) ont pour
limites respectives 1/2 et 0.

Ona:

42 —i|=| Loge" + Log(e "+1) _1_|
ny'w2 2n 2
— Log(e”" +1)  Log2

2n 2n

Quand n tend vers linfini, tend vers 0 et

Log 2
2n

donc (propriété 2, § 7.1.1) : lim u, =

n- o

[~

La suite (v, ) converge vers 0 car :

lv, —01=11 cos BT | < L
n 4 n

Montrer que la suite définie pour n = 0
par u, = (=1)" est divergente.

Si la suite (u,) avait une limite £ , la suite extrar
te (u,,) convergerait vers %, ce qui donne £ = 1.
De méme, la suite extraite (u,,,,) convergerait
vers &, ce qui donne & = — 1. C’est impossible d’a-
prés l'unicité de la limite et donc la suite (u,) est
divergente.

On considére la suite (u,) définie pour
n>2par:u, =u, ;, + 3u, ,avec



u, et u, nombres réels donnés tels que u, > 0 et
4u, +3u,>0.

1) Montrer que u, > 0 Vn > 2 et que la suite
(u,),>; estcroissante.

2) Montrer que u, = (3n — 11) u, Vn=>=5eten
déduire que : lim uz+ o

n=eo

1)Ona: u,

Liau; +3u9) + 2 up>0

u; =4u; +3u, >0
On en déduit par récurrence sur n:u, >0 Vn>2
La suite (u,), ~, est croissante car :

=3u, ,=20 Vn=

n n—1

4
2) On a successivement (en supposant n = 5) :
Uy —uzy =3uy, >0
Us —uy =3uzy >3 u,
Ug —Us =3 uy =3 uy

D’ot, en ajoutant membre a membre ces inégalités :
U, —uz =3(n—4)u,

ou: u, =(3n—11) u Vn=S5

Comme uz > 0, 0ona: lim (3x=11)uy = + o

X4+

et donc : limu, =+ o
n e
TESTS
Montrer que la suite définie par :
u = 2Log(ntl)
n
Log n

a pour limite 2.

Montrer que la suite définie par vy, =  n
est convergente.

Montrer que la suite définie par :

w, = n? — n sin n0 est divergente.

Etudier la suite (u, ) définie par :

= 2k+2 O |
2k 2k+1 2kel T 9 g0
Réponses
@ Ona:
Iu,,—2 (] 2Logn+ 2 Log(1+1/n)_2 |
Logn
Logn Logn
D’oit : lim u, =2
n- oo
j = 0 (n+1)m _ =
() iyt o iy 55
Ona: lim x'*=lim elog*/x =]
X4+ ® X 00
D’out lim v, =]
N

2
W, >(n~—é—) . Dot : lim w, =+ o0

n- o

26

lim u, =] car lim Usg =] et

n-= oo k= o

lim u =1
ke 2K+l

7.3. Opérations sur les limites

Les propriétés ci-dessous se déduisent de celles
du § 1.4 en considérant lim f(x) avec

x4x0,x€X
X =+ et X=N.

7.3.1. CAS DES SUITES CONVERGENTES

Propriété 1. — Si les suites (u, ) et (v, ) conver-
gent respectivement vers u et v, la suite ( u, +v, )
converge vers u + v et la suite (u, v,) converge
vers u v.

En particulier pour toute constante A, la suite
(X u,) converge vers A u.

Propriété 2. — Si la suite (u, ) converge vers u et

si la suite (v, ) converge vers v # 0, la suite (w, ) dé-
u

n

finie par w, = (siv, #0) et w, arbitraire (si

n
v, = 0) converge vers i

4



Propriété 3. — Si les suites (u,) et (v,) conver-
gent respectivement vers u et v et si u, =v, pour
tout n,onau >y,

En particulier, si u, =0 pourtoutn,ona u=>0.

Remarque. — S’il y a inégalité stricte Ui P,
on peut seulement écrire u = v. Par exemple :

1—>O mais  lim u, =0
n n-co

U
Donc seules les inégalités au sers large se conser-
vent par « passage a la limite ».

Propriété 4. — Si ( u,) est une suite convergente
de limite u et si f est une fonction, définie dans un
intervalle contenant u et tous les u,, telle que :

lim f(x) =%, lasuite (f (u,)) est convergente de
X U

limite &,
En effet, il existe n > 0 tel que :
Ix—u|<n=|f(x)-2<e
D’aprés la convergence de la suite ( un), il existe N
tel que :
n>N=|u, —u|<n = [flu,)-21<e
ce qui montre la convergence de la suite (f ( u,)).

Corollaire. — Soit f une application continue
d’un intervalle / dans lui-méme. Si la suite (u,)
définie par u, ='f(un_1) avec u, €I converge
vers Q,ona f(2) =%

car : limu, ,=limu, =2

n-oe n-e

7.3.2. CAS DES LIMITES INFINIES

La propriété 4 (§ 7.3.1) s’étend au cas ot I'une
au moins des deux limites u et € est infinie.

Les propriétés 1 et 2 (§ 7.3.1) s’étendent dans
certains cas aux limites infinies. On a ainsi :

lim U D=t 60

n-e = lim(u,+v,) = +oo
lim v =2 (fini ou +o0) Lo
n= o n

lim u, =+ oo

gre = lim (u, v,) =+ oo
lim v, =2>0 fhane
n o0

lim u, =+o0
N =0

lim v, =2>0

n =0

; un
= lim— =+ o
nae v,

Imi u, =2 i
B = lim = =0
lim v, =+ o0 aEde”

ns e

Par contre, dans d’autres cas, on ne peut pas con-
clure sans une étude complémentaire. Comme au
§ 1.4.2, on dit qu’il y a forme indéterminée.

Exercices - Exemples

Etudier pour ¢ € R la suite de terme gé

néral u, =a" (suite géométrique).

Pour a = 0, la suite est stationnaire (a" = (
Vn=>1)

Poura>0,0na: a" = " Loga

+oo  si a>]

Or : lim x Loga = { 15g> 0
a

X too —oo 5
On en déduit :
+oo i a>]
0 si 1>a>0
Pour a =1, la suite est constante (a" =1 Yn €N)
Pour a <0, ona:a" =(—1)" |a|". En utilisant
les résultats précédents, on obtient :

=1 <10 <0

lim a" = {

lim a" =0 si
n- o
Pour a = — 1, la suite diverge car u, =(=1)" et
pour a <— 1, la suite diverge (| u, | tend vers + oo
et u, n'a pas un signe constant).

En conclusion :

La suite géométrique (a”) converge vers 0
pour |a | <1 et diverge pour |a | > 1.

Etudier la suite (u, ) définie par :

un=l+smun_1 avec  u, €R

Ona:u, €ER u, €0 2],u,€[1,2)1V=>2

Pour étudier la suite (u, ), négligeons uy etu,. On
a alors une suite vérifiant u, =f(u" 7 ) ot la fonc-
tion f :x V= 1 +sin x est une application conti-
nuede [ 1, 2 Jdans [ 1, 2 ). S’il y a une limite L
on a donc :
=1+ sin®

La fonction g : x V> x — I —sin x est croissante
sur [1, 2] car g'(x) >0 et g(1)g(2)=
—sin 1 (1 — sin 2) < 0. {l existe donc 2 € [elR24]



unique vérifiant & = 1 + sin & (une valeur appro-
chée est 1,93 radian).

Cherchons si la suite (u,) converge vers 8. En
utilisant le théoréme des accroissements finis, on
obtient :

U, - L=sinu, , -sin®=(u,_,-%cosv,
Commevn €[1,2],0na:
lcosv, | < max(cos 1, |cos2|)=K

avec 0 < K <1 (valeur approchée K = 0,54).
On en déduit :
Iun—QI<Klu -21<K?|u,_ ,-2|
R K2 u,-0
Quand n tend vers lmfznt, K"~ 2 tend vers 0 et
donc la suite (u,) converge vers L.

n—1

m Etudier selon les valeurs du paramétre
s € R* la suite de terme général :

_ (2n+1) V3n? 4+ 2n

“n 27 + 3

Quand n tend vers linfini, on a une forme indé-
e ko2 oo .
terminée =. Mettons en facteur n> au numérateur
oo

et n® au dénominateur.

(2+L) [ 344
=~ § n R 3=

u =n3 =n )4
4 3
24 =

nS

n

En utilisant les propriétés sur la limite d’un produit
et d’'un quotient, on obtient :

lim v, = ﬁ= \/?
nooo 2
On en déduit :
+ o0 si. 0<s<3
lim u, = \/; si s=3
0 si § >3

TESTS
Etudier les suites définies par :

sitifs.

2 _5sinn
(2n+3) Vn? + 2n

. =(n+2) [Va?+ an? + bn+ 1— n? ]
ol a et b sont deux paramétres réels po-

at =2 bh

il at. +pt

u, —\/un i R T avec u,
donné dans [ 0, 2 ] .

ot a>0 etb>0

—Uu
"~1 avec u, donné.

Réponses

a lim u, =1 en mettant n? en facteur au
n=e 2

numérateur et au dénominateur.

(n+2) (an?+bn+1)

\/114 +an? +bn+ 1+ n?

+ 00 st a0
1 —1
o TR e )

oy [ si a>b
nl'»'z“ I—z si a<b

Sia = b, suite constante : u, = — —é— Vn

unE[\/E,Z] Vn>1 car:

2 = —1%+3

Uit (un -1
S’il y a une limite 8, ona : 2 =V — 20 + 4. D'out
=2

(u - 2)
|u— |_| n 1 n-1 |
n un+2
2 n-1
Py 3‘14" 1 2| < <(2+\/§) |u1 2l
D’ou lim u, =2

i el Vn>3
e

S’il y a une limite 2, ona : ¢ = e_Q. 1l existe R uni-
que (2 = 0,567) car la fonction g:x +> x —e™ *
est croissante sur Ret g(1) g(1/e) <0.

ik -
lu,-2l=le "1 —e 2

—0
=|u, ,-%le " avec Bne[é,I]

lu,-2 < e ?/e|u,_,-R|

lim u, =2 car e 1< ]

n oo



