9. Développements limités

9.1. Comparaison locale des fonctions.

Dans ce paragraphe, on considére des fonctions
définies dans un méme voisinage U de x, (fini ou
infini). Lorsque x, est fini, tout ce qui suit s’ap-
plique également si U est un voisinage a droite,
un voisinage a gauche ou un voisinage privé de Xy,
c’est-a-dire qu’on peut remplacer le voisinage U par
Un([xp +[UN]—~e,x, [oulU—{xy)

9.1.1. NOTATION 0 DE LANDAU.

Si pour tout € > 0, il existe un voisinage I/E de x,
tel que | fx)I<e|g(x)|
f =0 (g) et on dit que f est négligeable devant g au
voisinage de x,. )

Si g (x) ne s’annule pas dans U, le rapport %
glx

tend vers 0 quand x tend vers x, . Ainsi, f=0(1)

Vxe Ve . on éerit

signifie que f (x) tend vers 0 quand x tend vers
Ll
Par abus de notation, commode lorsque les fonc-
tions sont explicitées, on écrit aussi:

f(x)=0(g(x))

A partir de [P’inégalité de définition, on ob-
tient les propriétés suivantes :

— transitivité : f=o(g) , g=o(h) =f=o0(h)
—somme : f=o0(h), g=o0(h)=f+g=o0(h)
ce qu’on écrit o(h)+ o(h)=0(h)

— produit : f=0(g), f, =o(g;) = ff, =0 (gg,)

f=oflg) . f‘, bornée=>ff] =o0(g)
Dans un voisinage de x, fini, on compare sou-
vent la fonction f & la fonction x > (x — x,)"

avec n € N. Dans ce cas, les propriétés précédentes
donnent (en prenant x, = 0 pour simplifier Iécri-

ture):
o(x")+o(x") =o(x")
o(x")o(xP) = o(x"*)
Ao(x") = o(x") AeR’

et on a en outre :

ofxP) =o(x") sip=n

o(xP)+o(x") =o(x") sip=n

ofhx") =o(x") reR"
x"o(xP) =o(x""P)

L" o(xP) =o(xP™) sip=n

X

9.1.2. FONCTIONS EQUIVALENTES.

On dit que deux fonctions f et g définies dans un
méme voisinage U de X (fini ou infini) sont équi-
valentes au voisinage de x, s'il existe un voisinage

V de x, dans lequel

f(x)=g(x)[1+e(x)] aveclim e(x)=0
X%
On écrit alors : f~g
f(x)~g(x)

ou, par abus de notation :
Notons que la relation de définition s’écrit aussi
sous les deux formes suivantes

f(x) Nix) g(x) avec lim N(x)=1

X Xo

]

f—g =o(g)

Propriété 1.— La relation f ~ g est une relation
d’équivalence sur I'ensemble des fonctions définies
dans un voisinage de x .

car c’est une relation réflexive symétrique et tran-
sitive.

Propriété 2.— Si f, - g, et fz ~ 8, au voisinage
de x, ,onaf, f, ~g 8§, et(sif, et g, ne s'an-
nulent pas ) : LfL oL

f2 g,

On a en effet :
[ (x)=X, (x)g, (x)
fo(x)=X,(x) g, (x)

avec lim N, (x)= lim \, (x)=1
x-xa X"XO



On en déduit :
f‘, (x) 13 (x) =[N (x) A, (x.)]gJ (x) g, (x)

avec lim N, (x) A, (x)=1
I"XG

Démonstration analogue pour le quotient.

Remarque.— Si f, ~ g, et f, ~ g, ,on n’a pas
en général f, + f, ~ g, + g, . Ainsi au voisinage
de 0

Y i > ¥ | -1 +x~-1

mais : (1'+ x) (=14 x)~2x
Propriété 3.— Pour trouver la limite d’un pro-

duit ou d’'un quotient, on peut remplacer chaque
fonction par une fonction équivalente.

En effet, si f ~ g et si liin g(x)=1, la relation
X 0
f(x)=\(x) g (x) avec lim X (x) =1 entraine
X"Xa
lim\Nf(x)=1
I*XO
9.1.3. EQUIVALENCES USUELLES.

Soit f P/, avec p = 0, la premiére dérivée de f
non nulle au point x,. Si on peut appliquer a f la

formule de Taylor — Young d’ordre p au point x,
ona:
Fx)=(3 =% fip) (x)) +0 [(x—x,)? |
p!
¢ ‘est-a-dire :

—x )P
f(x)~(i,_"o)_ ﬂp)(xa)
p!

On obtient ainsi les résultats suivants :

au voisinage de x, =0
sinx ~x " shx ~x
gx ~x ; thx ~x
l—cos x ~%2 , ch x—1 ~—’§3
Arcsinx ~x i ATCIgX X
ef—1 ~x , Log (1+ x)~x

Propriété.— Un polyndme est équivalent & son
terme de plus haut degré au voisinage de l'infini et

a son terme de plus bas degré au voisinage de 0.

On le vérifie en mettant en facteur selon le cas
le terme de plus haut degré ou le terme de plus bas
degré.

9.1.4. INFINIMENT PETITS ET INFINIMENT GRANDS.

On introduit dans ce paragraphe une autre ter-
minologie souvent employée en physique.

On dit que f (x) est au voisinage de x, (fini ou

infini) un infiniment petit si /im f (x) = 0
X"IO

L (x] |=4t=

et un infiniment grand si  lim

X"XD

On utilise en général un infiniment petit (resp.
infiniment grand) de référence u appelé infiniment
petit principal (resp. infiniment grand principal).
Par exemple , on prend pour infiniment petit prin-
cipal :

U=x-—x, quand x tend vers x,, fini
u =-)1? quand x tend vers ’infini

et dans les mémes conditions, on prend pour infi-

niment grand principal u = % lx ou u=x.

On dit que f(x) est au voisinage de x, un infini-

ment petit (resp. infiniment grand) d’ordre p > 0
par rapport a I'infiniment petit principal (resp. in-
finiment grand principal) « s’il existe un nombre
a # 0 tel que f(x) ~a uP

a uP est appelé partie principale de f(x).

Par exemple, au voisinage de 0 , 1 — cos x est un
infiniment petit d’ordre 2 par rapport a l'infini-
ment petit principal x et sa partie principale est

1 . 2 1 !
—x?. De méme, au voisinage de 0, — est un in-
2 sin x

finiment grand d’ordre 1 par rapport a I'infiniment

grand principal — et sa partie principale est ;
x

Remarque.— 11 n’est pas toujours possible de dé-
finir I'ordre d’un infiniment petit ou d’un infini-
ment grand. Ainsi f (x) = x Log x est un infini-
ment petit dans un voisinage & droite de 0 mais son
ordre par rapport a I'infiniment petit principal x
n’est pas défini car



f(x) TRl
lim —— =
xs0+ XxP
0sip<l
Remarque 2.— Si f (x) et g (x) sont deux infini-
ment petits d’ordres respectifs p et ¢ par rapport 4
linfiniment petit principal u : si p > g, on a
f=o(g
De méme, si f(x) et g (x) sont deux infiniment
grands d’ordres respectifs p et ¢ par rapport a 'in-
finiment grand principal u :sip <g,onaf=o(g)

Propriété 1.— La partie principale d’'un produit
(ou quotient) d'infiniment petits (resp. infiniment
grands) ayant chacun une partie principale est le
produit (ou quotient) des parties principales.

Ceci résulte de la propriété 2 du § 9-1-2. Par
suite, pour trouver la limite d’un produit (ou quo-
tient) d’infiniment petits ou infiniment grands, on
peut remplacer chaque terme par sa partie princi-
pale.

Propriété 2.— La partie principale d’'une somme
d’infiniment petits ayant chacun une partie princi-
pale est la somme des parties principales des infini-
ment petits d’ordre minimum |si cette somme

est non nulle.

Soit u Iinfiniment petit principal. Supposons
[y (x), ..., f; (x) d’ordre minimum p et f (2l ..

f, (x) d’ordre supérieur 4 p . Ona :
fi(x)=a,u? towP) i=1,..,k
fi(x)=0(uP) i=k+1,.,n
On en déduit :

n
A? fi(x) =(a, +..+a )uP +o(uP)

ce qui, sia;, + -
pale.

+ a, #0, donne la partie princi-

Remarque.— Si a; + .. + a, =0, on a
n

b f; (x) = o (uP). Pour trouver la partie princi-
i

pale, on pourra utiliser les développements limités

(& 9-3).

Propriété 3.— La partie principale d’'une somme
d’infiniment grands ayant chacun une partie princi-
pale est la somme des parties principales des infi-

niment grands d’ordre maximum |si cette somme
est non nulle. |

La démonstration est analogue a celle de la pro-
priété 2. Lorsque la somme des parties principales
des infiniment grands d’ordre maximum est nulle,
on obtient un infiniment grand d’ordre inférieur
ou une quantité bornée quand x tend vers x .

Exercices — Exemples.
Etudier la suite (u, ) définie par :
w, =(1 +%)" x €R
On a une forme indéterminée 1°°. Quand n tend
vers l'infini, %rend vers Qetona :
Logu,=n Log(l +%) ~n %) =x

Done :

lim Logu, = x
w0

el par suite ;

n
lim (1 +£) =e*
n

1 oo

Montrer qu’au voisinage de 0, on a :

T X
] 4x)—=ms
Arctg(l +x) 73

En déduire la limite quand x tend vers O de la
fonction :

T
B 2
g [Arctg(l +x) 4}Log(1+a )

2x sin? x

La fonction f : x v Arc tg (1 + x) —g- est dé-

rivable sur R et :

1

f'(x)=—
1+(1+x)P

En appliquant la formule de Mac Laurin d'ordre 1,
on obtient :

Flx)=F(0) +x£(0) +0(x) =§ +o(x)



g X
onc au voisinage de 0 : f(x) ~ =

3

- On en déduit : f(x) Log (1 + x?) "‘%x2=-x3-

" Ona dautre part : 2x sin? x ~ 2x x? = 2x°

3
g(x)au_x_. =

1
- Dot : 4

, . y
et lim g(x)=7

x=0
|
|

: A 2 ax + 1
- fx)=sin—— 2 Arc tg—+
: x

X 222 +x+3

Déterminer quand x tend vers + o la par-
tie principale de :

1
'infiniment petit principal étant — .
X

On a au voisinage de + oo :

1 2 -
Shy —smeem -2 Arc tg——~—4
X X X X
— sia #0
ax + 1 2x
&) 1
2l +x+3 i si a=0

La somme des parties principales des infiniment
petits d'ordre minimum est :

= =
d=3 si a# 0 , — si a=0
2x ®
Donc si a # 6 + la partie principale de f (x) est
a-—=6
2x

Sia=06 , on peut seulement dire pour Uinstant

1
quef(x)—o(;)

Déterminer quand x tend vers -+ oolapar-
tie principale de :

oy
=xd elix 42—
f(x)=x%e P

+ Logx

I'infiniment grand principal étant x.

Posons f (x) = [, (x) + Log x et cherchons la
partie principale de f, (x) quand x tend vers +

%xz si a#0
3 -1
PN e G i SRR
e 3
* S I 1y
— i a=0
2x

La somme des parties principales des infiniment
grands d’ordre maximum est :

a+2
2
5 X
Done pour a # —2, la partie principale de f,(x) est

si a#0 , x2 si a=0

a+2 5
P p

Pour a=—2, on obtient :

2x7 (el — 1) +x2 ellx — ]
2x4+ 1

f; (x)=

1
Or: e — | ~— cequidonne:
x

2% wx? .3
i tx 2% 7014

Pour trouver la partie principale de f (x), on ne
peut pas appliquer la propriété 3 du § 9.1.4 cur
Log x n'a pas de partie principale quand x tend
vers + oo .

Mais on a : Log x =0 (x) et donc quand x tend
vers + oo, f(x) a pour partie principale :

a-+2
w2

3
sia#+-2 , Tx sia=--2

8o

Montrer que pour tout s > 0, on a dans
un voisinage a droite de 0 :

1
Logx=o0(—)
)‘.S.



1 —cos x?

Déterminer lim

X0 53 sin x

Déterminer la limite quand x tend vers 0
x2 +1—cosx

x(e* —1)

H H
e ~

de la fonction f : x =

— Log x
Déterminer [im )

X (o + cos x)?

Déterminer lim (m + 2x)1g x
m

x4

g x

Déterminer lim
chr ‘;_l' tg 3x

cos (sin x) — 1

Déterminer lim —
x40 sinf(cosx — 1)

Montrer qu’au voisinage de 1 :
Logx ~x—1

s
En déduire lim (x)*~!

x=+1
Déterminer quand x tend vers 0* la par-
tie principale de :

f(x)=/x5 cos x + Log (14 x%) + \x Arc tg x ,

I’infiniment petit principal étant x.

I
g}

T,o| Déterminer un infiniment grand équiva-

1
lent a e!/* + et en déduire la limi-
sin x

ellx +

sin x
te de la fonctionf : x — ———
Log|x |

a) quand x tend vers 0 par valeurs supérieures.
b) quand x tend vers O par valeurs inféricures.

Déterminer la partie principale de
Ax+1
flx)=———— +cotglx—1)
(x~1)? (x—2)

quand x tend vers /, I'infiniment grand principal

étant
x—1
Réponses
@ Dans un voisinage a droite de 0, on a
1 Log x
Log x =0 (—) car lim, g = 0
ol x+0" [ | x*
Au voisinage de 0 :
4
1 — cos x? e x? sin x ~ x*
. - 1 — cos x? 1
Dot lim ——— = —
x=0 x? sin x 2
x2
@ Au voisinage de 0 : 1 — cos x ~ g
3 x?
xZ +1 —cosx ey x(e* —1)~x?

3
Dot hm fix)= 7

. Au voisinage de + o : Log x=0 (x?),

3 _Logx~x?, cosx=o0(x),

2% +cosx ~2x
< .. X —Logx
Dou lim ———=
xote (2x + cos x)?

@ On pose x = —g-+h 3

—2h —2h
(ﬂ+2,\)tgx—t P p

&
8

D'ott lim (m+2x)tgx=-2

-
X+=3

. 0 + A tgx _ tg3h 3h 3!1
n pose x == —
£ 2 tg 3x g weh h

tg x
D'ou lim Ll =3
xT 18 3%
2



@ Au voisinage de 0 :

cosu—1~—— ,sin u~u

D'ot au voisinage de x, =0 :

sin®x  —x

2 2

53
sin (cos x—1) ~ cos x—1 ~ 7

cos(sinx)—1~—

cos (sin x) — 1
5 sinf(cos x — 1)

Au voisinage de 1 :
Logx=Log[1+(x—1)]~(x-1)

lim (x)HE=1) = iy elog x/(x-1) =

x=1 x =l

. Dans un voisinage a droite de 0 :
VxPcosx ~x32 | Log(l+x?)~x? ,

2

=]

xArctgx ~x

Si A #—1, f(x)a pour partie principale (A + 1) x?

Sin=—1:f(x)=0(x?)

1 1
Au voisinage de 0 : — ==
sin x x

a) Quand x tend vers 0* : e!/* + ~ellx
sin x
I /x o= el /x
fix)~ - Done lim f(x)=— o
Logx g, gL P

b) Quand x tend vers 0" : /% est un infiniment
petit

1 1 I

=, X

EI/J.' + O R
sin x X x Log|x|

Done lim f(x)= +o
x40

@ Au voisinage de I : cotg(x — 1) ~——

A+
si AFE—1

ek 7 (x—1)?
(x—1)% (x—2)?

si A=—1

A+l

SiN#— 1, f(x)a pour partie principale o1

Si A=~ 1, on ne peut pas conclure.

9.2. Développements limités
9.2.1. DEFINITION DES DEVELOPPEMENTS LIMITES

On dit qu’une fonction f définie dans un voisi-
nage de x, (fini) sauf peut étre en x,, admet un
développement limité d’ordre n (n = 0) au voisi-
nage de x, s'il existe un intervalle
] xp —a, x, +al danslequel

f(x)=a, +a, (x—xo) o S (x—xo)"

+e(x)(x—x,)

Vx #x,
ol € est une fonction telle que lim e (x) =0
X*IU
Le polyndome :
P(x)=a, + a, (x=x5) + ... + a_  (x-x,)

est appelé partie réguliére du développement limité.
Le terme € (x) (x—x,)" est appelé reste ou terme

complémentaire.
Ona:
€(x) (x—xy)" =0 (1) (x=x,)" =0 [ (x—x,)" ]

et on peut donc-écrire

flx)=ay + a; (x=x;) + ... ¥ a, (x—xy )"

+ o [ (x—x,)" ]

Remarque 1.— Si f admet un développement limi-

té au voisinage de x,, on a lim flx)=a,.Sif est
X*xa

définie et continue en x, et admet au voisinage de

X, un développement limité d’ordre n = lalors f

est dérivable en x, carona :



= o f(x)=f(x4)
f(xy)=a, etxliifrc_:_.:;a'_

Remarque 2.— On peut toujours se ramener a un
développement limité au voisinage de 0. En effet,
si g est la fonction h +— f(xo-i- h), on a :

gh)=f(x, +h)=ay+ah+.. +a,h" +o (k")

Donc le développement limité de f au voisinage
de x, s'obtient en remplagant 4 par (x—x,) dans le
développement limité de g au voisinage de 0.

Remarque 3.— Si la partie réguliére d'un déve-
loppement limité de f au voisinage de x, n’est pas
identiquement nulle, son terme de plus bas degré
est la partie principale de f(x) quand x tend vers
Xp- On a en effet, si ¢ 0 :

f(x)=ap (x—xo)* + 0 [(x—xp) ]
Remarque 4.— Du développement limité d’ordre
n de f au voisinage de 0, on en déduit pour p € N*

le développement limité d’ordre np au voisnage de
0 de la fonction x F— f(AxP) avec A\ ER

f(x)=a,+ta, x4+, +a, x" +olx")
donne ;

f(XxP)=a, +a; AxP +.. +a, N" x"P
+o(x"P)

9.2.2. PROPRIETES DES DEVELOPPEMENTS LIMITES

Propriété 1.— Si f admet un développement li-
mité d'ordre n au voisinage de x, , ce développe-
ment est unique.

Supposons que f admette deux développements
distincts

f(x)=a; +.. +a, (x—x," +0 [(x—x5)" ]

I[(x)=by +.. +b (x=x,)" +o [(x—x, /" )
Soit p = 0 le plus petit indice pour lequel a, #: bp
(les développements étant distincts, on a p <n).
En soustrayant membre & membre et en divisant
par (x—x,)7 , on obtient pour x FX,

0=(a, —b,) +..+ (a,~b, Nx—x,)"P

+o [ (x—x,)""P |

Quand x tend vers Xy, On en déduit @ =b_, en
contradiction avec I'hypothése. Il y a donc uni-
cité du développement.

Propriété 2.— Si une fonction paire (resp. im-
paire) admet un développement limité au voisinage
de 0, la partie réguliére de ce développement limi-
té ne contient que des puissances paires (resp. im-
paires) de x.

En effet, la relation f(x)=P(x) + o (x") donne :

f(—x)=P(-x)+o(x")

D’aprés P'unicité du développement limité, on a
donc P(—x)=P(x)sifest paireet P(—x)=-—P(x)
si [ est impaire.

Propriété 3.— Si f admet au voisinage de x, un
développement limité d’ordre n :

a, +a, (x—x,) +..t+a, (x—x,) + 0 [(x—x,/)" ]

f admet pour p < n un développement limité d’or-
dre p dont la partie réguliére est :

a, +a, (xﬂ\'o) +.u +ap (x—xo)"
En effet, pour k >p,ona:

a (xuxo)"‘ =0 [(J.‘——.x'a)’J ]
et donc :

fx)=uay +a, (x=x,)+... +ap (x=x, F

+o[(x—x,F ]

Corollaire.— Pour une fonction paire, les déve-
loppements limités d’ordres 2n et 2n + 1 au voisi-
nage de 0 ont méme partie réguliére car le déve-
loppement limité ne contient que des puissances
paires de x. On peut alors écrire

f(x)=a, a8 +.., Fa,, %" 4.0 (x2)
De méme, pour une fonction impaire, les dévelop-

pements limités d’ordres 2n — 1 et 2n au voisinage
de 0 ont méme partie réguliére et on a :

- 3 2n-1 2n
flx)=ayx tazn® +.. +85, 0% +o0(x%")
9.2.3. DEVELOPPEMENTS LIMITES DEDUITS DE LA FOR-

MULE DE TAYLOR

Si f est une fonction de classe C"*/ au voisinage
de x, (fini) et si fi"(x,) existe, la formule de



Taylor — Young (§ 8.1.2) d’ordre n s’écrit

fix)=f(x )+(x—x0)f(xo)+...
(J. —X )
n!

S0 g (x,) + o [(x—x,)" |

On obtient donc le développement limité d’ordre
n au voisinage de x, .

On a ainsi au voisinage de 0 :

x?  x* x2n -
=1 s " n+
cosx =1 3 +4! +(—1) 7 ﬂ-l-o(x )
\j' 5 x?nﬂ .
i RV g B : —p— 4 2N
sin x=x ~% +5[ = ( )"(2"_{_”! o(x )
ot w2n
= e 2n+]
chx=1 +2! bT (2n)i )
3y x2nl
Y = — At — At — y2n+2
A T vy Tes)
2 .\’”
=1t 45 = tofx"
VR Tt Ty el
x2 x?
Log(l+x)=x —— 4+ — 4 (—pp4 X +0(\n)
) n
o o ela-l)
(14x)%=1] + T X +_—er x? +
D antl)
ny

On en déduit :

1
I+

=] —-x+x?-

W (=1 X" 40 (x")

I =] +x+x? 4. +x" +o(x")
_-\"

Remarque.— Le développement limité peut exis-
ter sans que la formule de Taylor soit applicable.
C'est le cas pour la fonction f définie par :

f(x)=a, +.. +a, (x—x,)" +g(x) (x=x, )"

ol g est une fonction non dérivable telle que

lim g(x) =

X*Xo

Exercice — Exemple

| Déterminer le développement limité
' d’ordre 3 au voisinage de 0 de la fonction

J ik e 2 2eF

La fonction f est indéfiniment dérivable sur R et
donc tout développement limité de f peut s’obte-
nir par la formule de Taylor. On a successivement :

e 2x+ 3
=" Y f"(sze_i
V2 + 2 (2+2e% )32
3 x 2x
f”'(x)=e + 2e4* + 4~
(2 + 2¢%)°12
D'oit :
f —.I_ ok =£. fes =-7—
f(O)—Z.f(O)—-2.f (0) S'f (0) 2

Le développement limité d’ordre 3 s’écrit donc :

3 7
=245+ L 3 4 o ko
flx)=2 2716 * Yz ¥ o(x?)

TESTS

Déterminer les développements limités d’ordre n

des fonctions suivantes au voisinage de Xp i

fixrs gtz | p=g4 | x,=0
g:x > fcosx , n=2 » Xg=0

T,y| hixr—sin(21gx) ,
n=3puisn=4, x,=mu
Réponses

@ =1, f'(0)=1, f"(0)=1

£"o)=0, 1 (0)=-3
flx)=1+ Al +o(x?)
X 2 —8 o(x



(Tis) s@=1.5'0=0, g"(0)=—-%

%2
glx)=1 i +o0(x?)
La fonction étant paire, on a aussi :

2
glx)=1 —AT +o(x%)

h(m)=0, h'(n)=2,

h'"(m)=0,h"(n)=—4

hix)=2(x—m) —;(x—rr)j +o[(x—7) ]

h est une fonction impaire de x — w car
h(x)=sin [ 2 tg (x—m) | Les développements _ |i-
mités d'ordres 3 et 4 ont donc méme partie régu-

2
liére : h(x) =2 (x—m) — -;(x—:r)’ + o [ (x—7)']
9.2.4. GENERALISATION DES DEVELOPPEMENTS LIMITES

a) On peut considérer une fonction définie sur
un intervalle ouvert dont une extrémité est x, (au
lieu d’un voisinage de x,). On a alors le dévelop-
pement limité a droite de x, (si x> x,) ou a
gauche de x,, (six <x,)

b) On dit qu’une fonction f définie dans un voi-
sinage de + oo admet un développement limité
d’ordre n au voisinage de + <o si la fonction

1

h :u > f (=) admet un développement limité
u

d’ordre n a droite de 0

h(u=ay +au+ .. +au"+ou")

ce qui donne pour f :

a a

1 i

flx)=ay+—+ .. +—+o0(—)
X x" P

1
En pratique, on exprime f(x) a I'aide de; =u
et on a alors :

f(x)=nh (i—)=h(u)

On définit de méme le développement limité au
voisinage de — ¢ en considérant le développement

limité de # a gauche de 0. Quand & admet un dé-
veloppement limité au voisinage de 0, les dévelop-
pements limités de f au voisinage de + o« et — o
coincident et on dit alors que 1'on a le développe-
ment limité de f au voisinage de I'infini.

¢) Si f n'admet pas de développement limité au
voisinage de Xgs il peut exister un équivalent g (x)
de f(x) tel queLadmette un développement limité
au voisinage de & X,. On aalors :

f(x)=g(x)[1+a; (x—xp) +..

+a, (x—x,)" +0 [(x—x,)" ]]

L’expression ainsi obtenue est appelée développe-
ment limité généralisé d’ordre n de f au voisinage
de x,.

Par exemple :

Syl
XX

2
[I-i-x-l-—;— +o(x2)]

On peut définir de méme un développement li-
mité généralisé & droite de x, . Par exemple, a
droite de 0 :

Log x
I # %

d) Si f n'admet pas de développement limité au
voisinage de + oo (ou — o) mais si f (x) ~ g (x) et si

=Llogx[1—x+ x2+ o(x?)]

gadlnet un développement limité au voisinage de

+ oo (ou — =), on a :

a,

4 1
fx)=g(x)[1+—+..+—+0(—)]
X X XN

C'est le développement limité généralisé d’ordre n
de f au voisinage de + o (ou — ),

Exercices — Exemples

Déterminer le développement limité d’or-

dre n au voisinage de I'infini de la fonc-
2
b
tion f:x — L

x2+bx

(b#0,b62 +a+0)

x2 +a =i+a/x2
x2 + px 1t blx

Ona:f(x)=



1
En posant u =—  on obtient :
X
1+ au?

fh:j:hhd:m

La fonction h admet au voisinage de 0 un dévelop-
pement limité d'ordre n donné par la formule de
Taylor. On obtient ;

bu? + 2au — b 2
B gy = 2 U a u h”(u)=2(b +a)
(1 + bu) (1+bu)?
1) nl b2 (B2 4
],{nj(u)=( i nlt "3 o) si n=3
(1+ buy!
On en déduit : h(0) =1 h'(0)=-—b

Oy =(=1)" n! b"2 (b2 + a) si n=2
Dot :
hiuw=1—bu+ (b2 + a?— ..

+ (—1)" "2 (b? + a)u" +o (u")

Le développement limité d’ordre n de f au voi-
sinage de l'infini est donc ;

b b+
Plad=g 45k i

x2

g pn-2 2+ 1
SR (B2
X XM

Déterminer le développement limité gé-

ralis¢é d’ordre 2 au voisinage de + oo de

x+2

x =

la fonction f:x +—

1
Au voisinage de + e, onaf(x)~g(x)=—
/X

Cherchons le développement limité au voisinage de
+ oo de la fonction :

A ah Vx(x+2)
g

N TRy

Gt fix) =yl 2/x

g(x) 1=1/x

1

et, en posant !
b

LX} =h () =\H + 2u

avec u> 0
glx) 1—u

-1
h indéfiniment dérivable sur ]?, + I [ admet

un développement limité en 0 donné par la formule
de Taylor et donc un développement limité a droi-
te de 0.

u+2
hlifu)y=—————— :

(1-u)?\J1+2u”

3(u? +4u+1)
(1—u) J(1+2u)

Onendéduit :h(0)=1, h'(0)=2, h"(0)=3

h''(u)=

hw)=1+ 2u +-§z12 + o0 (u?)

Le développement limité d'ordre 2 de£ au voisi-
g
nage de + o est alors :

M"J+£+i-+o(j—)

glx) X 92 7
ce qui donne :
1 2 3 1
fix)=—= [1+—+— +0(—)]
VX ¥ 2 x*

TESTS

Déterminer le développement limité d’or-

dre n au voisinage de I'infini de la fonc-

X< — 2
x(x—1)

tion f:x



T, | Déterminer le développement limité gé-
néralisé d’ordre n a droite de 0 de la
fonction f:x > /x + x?
Tx 7 Déterminer le développement limité gé-
néralisé d’ordre n au voisinage de 1'infini
. x? +4
de la fonction f:x
x—1
Réponses
1 —2u?
@ flx)=h(u)=
l1—-u
2u? —qu+1
hl(u)=——
' (1 —u)?
—n!
M (u) = ———— sin=2
(1 —ujt
hiu)=1+u—u? - —..—u" +o(u")
1 1 1 1 1
flx)=1+— - — —— —...—— +o0o(—)
X xz x3 XM X"

T I LR
Vs

e R A
2 22 2/
(I 1.3.5..(2n—-3) ¥ 40 (x") ]
2l

3
@ f(x)~x? M=h(u)=}+4u
52 l1—-u

1 +120% - 8
(1-u)?

h'(u)

2+ 24u — 24u? + 8u?
(1-up

h "(“)=

5(n!
hit (u)=-(”—) sion 2 3

(1—u)*!

hlw)=1+u+u?+50° +... +u")+o(u")

flx)=x%1 P +5(]— +...+1—)
X X2 x.? X

Ji
R e B
X

9.3. Opérations sur les développements limités

9.3.1. DEVELOPPEMENT LIMITE D'UNE SOMME,D'UN PRO-
DUIT,D'UN QUOTIENT

Soient f et g deux fonctions admettant des dé-
veloppements limités d’ordre n au voisinage de x,.
Pour simplifier I'écriture nous prendrons x, = 0
dans les démonstrations :

f (x)=uy + .. ta, x* Fofx")=Alx)+o(x")

glx)=by +..+ by g™ + o3} =Blx)+0{x")

Propriété 1.— Sif et g admettent au voisinage de
x, des développements limités d’ordre n, la fonc-
tion f + g admet au voisinage de x, un dévelop-
pement limité d’ordre n dont la partie réguliére est
la somme des parties réguliéres des développements
limités de fet g

carona:f(x)+g(x)=A(x)+B(x)+o(x")

Remarque : Si les développements limités de f
et g sont d’ordres respectifs n et p, on en déduit
pour f + g un développement limité d’ordre égal a
min (n,p).

Propriété 2.— Si f et g admettent au voisinage de
x, des développements limités d’ordre 7, la fonc-
tion fg admet au voisinage de x, un développement
limité d’ordre n dont la partie réguliére est la som-



me des termes de degré inférieur ou égal a n dans
le produit des parties réguliéres des développements
limités de fet g

Soit P la somme des termes de degré au plus
égal & n dans le produit AB. On a alors :

A(x) B(x)=P(x)+x"*1 P, (x)=Px)+o(x")
On en déduit :
f(x)g(x)=[A(x)+o(x")}[B(x)+o(x")]

=A(x)B(x)+o(x")=P(x)+o(x")
ce qui démontre la propriété.

Remarque.— Si les développements limités de f
et g sont d’ordres respectifs n et p, on en déduit
pour f g un développement limité d’ordre au moins
égal 2 min (n,p). Plus précisément, si :

fix)=x"[a, +..%a; X" 4o (x"7)]

glx)=x"[b;+..+b, xPS +o(xP%)]
avec a, #0 , b, # 0 on obtient :
fix)g(x)=x""[c, +.. te, xM +o(x™)]

avec m = min (n — r, p — 5). On a donc le dévelop-
pement limité d’ordre m-+r-+s=min (n+s, ptr)

Par exemple, des deux développements limités :
x?
sinx=x a1 +o(x?)

x2  x? P
—l== 4+
chx —1 3 >3 +o(x’)

On déduit : sinx(chx —1)=

2 2
=x3 1 —fg +orx2)][i+x—+orx3)]

2 24
1 x? x X
X [2 24+o(x)] 7 70 o(x°)

Propriété 3.— Sif et g admettent au voisinage de
x, des développements limités d'ordre n et si
gl xof # 0, la fonction f admet au voisinage de X

8
un développement limité d’ordre n dont la partie

réguliére est le quotient a I'ordre n dans la division
suivant les puissances croissantes de (.x—xo) de la
partie réguliére du développement limité de f par
la partie réguliére du développement limité de g.

Soit Q le quotient & 1'ordre n dans la division
suivant les puissances croissantes de A par B .
A(x)=B(x)Q(x)+x""1 R(x)
=B(x)Q(x)+o, (x")

Comme g (xo) # 0, il existe d’aprés la continuité
de g un voisinage de x, dans lequel g (x) # 0 et on
a alors :

fix) =B(x) Q(x)+o, (x")
g(x) B(x)+o,(x")

- Q(x) [B(x)+o0,(x")]+o(x")
B(x)+o0,(x")
= Q(x)+o(x")

On a donc le développement limité d’ordre n.

Remarque 1.— Si les développements limités de f
et g sont d’ordres respectifs n et p et s’écrivent :

fix)=x" [a, oy, +au X" 4o (x"7) ]
g(x)=x* [ by +.. +b, xP +0(xP)]
on obtient :

f(x)

g(x)=f“‘ [y kit x™+ 0(xT:)]

avec m=min (n—r, p—s)
Si # = s, on obtient ainsi le développement limité
ded d’ordre m + r — s=min(n—s, p + r — 2s)

4
Si r < s, on obtient le développement limité géné-

ralisé de d’ordre m =min (n—r , p—s)
g

Exemple : au voisinage de O,ona :

sin x 1-x2/6 + x%/120 + 0 (x°)
=x

cos X 1-x%/2 +x%/24 + o (x°)

La division suivant les puissances croissantes four-

= xg(x)



nit le développement limité d’ordre 5 de g. Dol :

2 4
X 2x
=x[1+= +=—+o(x°
tgx=x| 3 5 o(x’)]
? 5
X 2x
t =x+4+— +— + -6
gF=xt 75 o(x°)

Un calcul analogue donne :

3 2.5
lhx=x—x— L g o(x%)
<) 15

Remarque 2.— Les propriétés précédentes s’éten-
dent au cas d’une somme ou d’un produit de plus
de deux fonctions ainsi qu’aux développements li-
mités au voisinage de ’infini (en considérant alors

les puissances de.j]? au lieu de x)

Exercices — Exemples

Déterminer le développement limité d’or-
dre 6 au voisinage de 0 de la fonction

f:x —é* sinx

2 x4 5
st = e e it o 3
ona.:sinx=x[1 s T120 o(x’)]
x étant en facteur, il suffit pour obtenir le déve-
loppement limité d'ordre 6 de f d'utiliser le déve-
loppement limité d'ordre 5 de la fonction exponen-
tielle :
2 3 4 5
S X X
E=l+x+—+— +—+— +o(x°)
SRS T g ot

En faisant le produit et en ne conservant que les

puissances de x au plus égales a 6, on obtient :
3 S 6
X x: X

nx=x+x2+ = - —"—+ o (x5)
e sinx=x+ x 3 30 " 50

Déterminerle développement limité d’or-
dre 6 au voisinage de 0 de la fonction
1 — cos 2x

x>
L% sh x

Le développement limité de 1 — cos 2x contient
en facteur x? et celui de sh x.contient x. On a done

.2 1L )2
f(x):L- (1 — cos 2x)/x - yglx)
X shx/[x

Pour obtenir le développement limité d'ordre 6 de f

il suffit de trouver le développement limité d’'ordre
5 de g, ce qui nécessite les développements limi-

sh x

— cos 2X :
————— et ——. On obtient :
X

1
tés d'ordre 5 de

x2

_2-2x%3 + 4x*/45 + 0 (x)

1+x2/3+x%/120+0(x%)

g(x)

La fonction g étant paire, les développements limi-
tés d'ordre 4 et 5 ont méme partie réguliére. En

calculant le quotient a l'ordre 4 suivant les puis-
sances croissantes de x, on en déduit :

43 x5
180

flx) =2x —x* + +o(x%)

Déterminer le développement limité gé-
néralisé d’ordre 3 au voisinage de + oo de

2
x¢ -1
la fonction f:x +—

X +2+e*

Au voisinage de + =, ona f(x) ~g(x)=x

eI IHf¥ =h(u)= —-—l 4,
glx) ;4 2/x +e*[x 1+ 2u +uellt

Pour déterminer le développement limité d'ordre 3

deiau voisinage de + <o, on détermine le dévelop-
g

pement limité d'ordre 3 de h a droite de 0. Or a
droite de 0, ona

wellt =g yn) VneN

= 3
et donc : h(u)= I—u
1+ 2u+o(u’)

En faisant le quotient & l'ordre 3 suivant les puis-
sances croissantes de u, on obtient :

hiu)=1—-2u+3u? —6u® +o(u’)



D'ott ;
AN E AR 1
flx)=x[]-——+———+0(—)]
X g2t e P

TESTS

Déterminer les développements limités d’ordre n
des fonctions suivantes au voisinage de x,, .

T18 fix .n=3.x0=0

il ex

f T f Hs:‘n X
X
ji] sh x

Ty f:xr— sinxchx—shxcosx ,

,h=4 Xg= 0

=7, x5=0
T,, Tk l—*#::_# o M=0 , X =00
f.‘xl--*Loix s =4 x, =1
Tya| foxt : =0, %g=0
cos x

En déduire le développement limité d’ordre 7 au
voisinage de 0 de la fonction x —> fgx

fixbs—  n=d, x,=0
m ’ sinx ' S

(développement limité généralisé).

fix > 3(tg?x—x%),n=7 ,x,=0

En déduire le développement limité d’ordre le plus
élevé possible de la fonction g - x = f(x) au voi-

sinage de 0. e —1
Réponses
Flx)=e* (1 +x)112
x 32 X
=]l +=4+=> ——=+o(x?
Rl Tk 7 il ek

On utilise les développements limités

d'ordre 5 pour les deux fonctions

2 4
flx)=1 ~% +-}§+ o(x%)

m On utilise les développements limités
d’ordre 6 pour cos el ch, d'ordre 7 pour
sin et sh

X ¥ !
f(x)—7 =375 +o0(x")

] 1
@ fix)=g(u)=usinu. T

On utilise les développements limités d'ordre 5

pour sin u et 4 pour

1+u
I 1 ) 3
flx)=— - — 4+ — ——
¥ X ext 6xX°
101 1
+ + o(—)
120x6 x®
@ Onposex=1+h
n
Logx = +h)=h——+———+o(h?
ogx=Log(l+h)=h o Hegeaty o(h?)

Par division, on obtient :

Log x

3 11
={x=l)—=(x=1)F + =1
x 2 g (-1

- %{x—l}“ +o[(x=1})

1 x2 5
— =] +=+= x*
@ cos X 2 24x

61
+ —— x% 40 (xS
=0 & o(x%)

) x? ZHNrs
gx=sinx- =x+— +— x
cos x 3 15

17
By £ 7
35 o(x’)

e 1
sinx  x on utilise les développements



limités d'ordre 4 pour e* et 5 pour sin x
me % 13

ol 2xt  x7 13T 4
f(x)-x[1+x+ 3 +3 + o0 +o(x?*)]

On utilise le développement limité d'or-
dre 6 pour tg :

7
fx)=2x* +;—5x6 +o(x7)

17
=x? [2+-]—5-x‘? +o(x%)]

Le développement limité de e*—1 contient x en
facteur. En utilisant le développement limité d'or-
dre 4, on obtient pour g le développement limité
d'ordre 6 :

13%% 17
2% 2L 8 haxS)

S hed L it
g(x)=2x X 79 " 30

0.3.2. DEVELOPPEMENT LIMITE D'UNE FONCTION
COMPOSEE

Propriété.— Si f admet au voisinage de x, un d¢-
veloppement limité d’ordre n et si g admet au voi-
sinage de u, = f(x,) un développement limité d’or
dre n, la fonction g o f admet au voisinage de X, un
développement limité d’ordre 1. La partie régulicre
s’'obtient en substituant la partie réguliére du déve-
loppement limité de f dans la partie réguliére du
développement limité de g et en ne conservant que
les termes de degré au plus égal a n.

Ona:
glu)=ay +... +a, (u—uy)" +o[(u—uy) |
=Q(u—uy) +o [(u—uy) |
Tlx)=uy +..+ b, (x—x, )"+ o[ (x—x,) ]
=P(x—x,) to [{x—x,/" ]
ce qui donne
glf(x)]=ay +a, [f(x)—uy]+..
ta, [f(x)—uy 1" +o [(f(x)uy)]

f(x) — u, est par rapport a x — x, un infiniment
petit d’ordre au moins égal a / et donc :

o[(f(x)—uy)" 1=0 [(x=x;/" ]

On a d’autre part pour k=1 :
(flx)—uy k= [P(x—xo) —tuy +o [(x=x,) ]]"

= Plx—xy)— 1, ¥ +o [ (x—x,/" ]
D’otl en reportant :
g[fx)])=Q [ Plx—xy)—uyl+ollx—x,/]

Si R est le polynéome obtenu en ne retenant que les
puissances de x — Xp au plus égales a »n, on a

Q[P (x—xy) — uy1=R (x=x,) +o [(x--xp)"]
ce qui démontre la propriété.

Remargue.— Supposons que
glu)=a, + a, (u—upP + ..
+ a,(u—up) +o [ (u—uy) |
I (x) =uy; + b, (x—xp )% + ..
+ b, (x=x,)" + o [ (x—x,)"]
avec a, #O,bq =0 , Ilsps<sn,

Il <sqg=n

Pour obtenir le développement limité d’ordre n de
g o [, il suffit d'utiliser pour g le développement li-

mité d’ordre £ (ﬂ) oll £ est la fonction partie en-
tiére. q

En effet, on a : f(x) — u, ~ bq (x—x, M

Dot : [ f(x) —u, V' =0 [(x—x,)" ] dés que
qr> nour> s
De méme, il suffit d’utiliser pour f le développe-
ment limité d’ordre n — (p—1) q.
En effet, dans [ f(x) — u, I, le terme de plus bas
degré contenant b, s’écrit :

b, (x—x,/ I 15, (x—xo)" J=

=0 [(x—x,)" ] désque k +q(r—1)>n

comme # = p, il suffit de prendre k + (p—1)g <n
ou k<n-—(p-1)q.



Exercices — Exemples

Déterminer le développement limité d’or-
dre 6 au voisinage de 0 de la fonction

fix — gfosx

2
=X
Ona:cosx=1+u(x) avec u(x) ~7

fix) = e‘“" (%) = e et fx)

2
X
Comme u(x)~— - (¢’est-a-dire q = 2), pour ob-

tenir le développement limité d'ordre 6 de la fonc-
tion x F— "™ il suffit dutiliser le dévelop-
pement limité d'ordre 3 de la fonction exponen-

tielle:

=1+ u+ ‘2+"3+o(5‘)
= Il —— m—— u
2 6

La premiére puissance non nulle de u dans ce dé-
veloppement étant p = 1, il faut utiliser le dévelop-
pement limité d’'ordre 6 pour la fonction u :

2 4 .6

= X
¢l = —_— S — L o+ 6
u(x)=cosx 2 2 "o te (x°)
En reportant, on obtient
3 ] x2 X x|k
U =p+ 3 — (== +=—=—| +o(x5)
¢ o Kl [ 2 24 720] T

En ne conservant que les puissances de x au plus
égales a 6, il reste

4 4 .6
ufx) = 4 el +.x__-)'_
2 I i T
1 x* x6 1 x5
+ (= —=)+ (=) + 6
2(4 24) 6( 8) o (x%)
Dot :
=, % 2, 4 3le , 6
se——x? b—3% 2 ° 36 4
fix)=e F¥" tox 770 * o(x%)

E;,| Déterminerle développement limité d’or-
dre & au voisinage de 0 de la fonction

2

Frlg = phr e S
(I'+ x)?

On a f(x)=chu(x)avee u(x) ~ x? (c'est-a-

dire q = 2). Il suffit done d'utiliser le développe-

ment limité d'ordre 4 pour la fonction u +— ch u
au voisinage de (.
2 4
i u
chu=1+— +— +o(u?)
2 24

On a ensuite :

u? (x)=x* ¢? (x)

Pour obtenir le développement limité d’ordre 8 de
2, il suffit de prendre le développement limité

d ordre 4 de ¢ c’est-a-dire le développement limité

d'ordre 6 de u

2

uix)=x2 p(x) ,

X

ufx)= ——
(1+x)?

=x? [1-2x+3x? —4x® + 527 1 + 0 (x5)

En reportant, on en déduit :

4
flx)=1 +%[1 2432 g 5y 2
x&
+—[1-2x+3x% —4x? + 557 1
24
+o0(x%)

et en ne conservant que les puissances de x au plus
égales a 8 :

x4 421
fix)= 1+?g2x5+516710x +24 x5
+0(x%)

TESTS

Déterminer les développements limités d’ordre n
des fonctions suivantes au voisinage de X!

fix — leosx |,

JSix b cosfnsinx) , n=8 , o

Tzs. fix vy Log(l +xshx), n=6,

'y X9 =0

b

x0=0

x+4
Tyg |+ if s > exp(x_+§) A = ge



I e > (1-x)"* n=4, x,=0

Réponses
2 4

X6
x
g A
cos x =1 Tl e o(x%)

1 1
T+u=1+-u—=u? P i)

2 16
: e
f(x)=\/1+(cosx—1)=IW7__
19 x8
A + 6
SR e

1
@ sinx=1 ——(x—E)2 +2L(x _1)4

e e
720 (x }+o[(x ) ]

1 1
=_ 2 P AR I H
cos u 1+2(u m) 24(u ) +o[(u—n)f)

i LRl SURER S
R A

2
m
+_.. 4__8+ __8
(640 384)(x P+ol[(x )]
+ =1+ 2+—+~—~+ J
I +xshx=1+x PRETT; o(x%)
2 3
Log(1+u)=u—u—+u—+o(u3)
2 A
4 76 s
DB A GRS
f(x)=x? S o(x°%)
T29 x+4=1+i_i +_8._E+O(L)
x+2 X 52 MR B

ed=ell +(u-1) +]E(u—1)2 +:;-(u—1)3

1 4
+24 (u—1)* 1+o [(u—1)/)

2 4 2
flg=esZe T2 4o
X x2 33 34 x!

. \/f——_"- l—=——-— —+o(x3)

2 3
JiFu=1 +%_5‘8— +%+a(u3)
O PN LI iy U B RO

L 3 3
—1+4 32+]28 +o(x’)
o e b

2 3
X + 3_x__ +45x
165251288192

@ f(x)=e“'” x Log (1-x)

sin x Log (1—x) =

+o(x?)

3 2 3
=[x—x—6+o(x3)][—x—-{z——)—;‘-+o(x3)]

R
=—x2—% —56- +o0(x*?)

|
fx)=1 -3 -S4 +o(x*)

9.3.3. INTEGRATION DES DEVELOPPEMENTS LIMITES

Propriété.— Si f est continue dans un intervalle I
contenant x, et admet au voisinage de x, un dé-
veloppement limité d’ordre n

flr)=a, b e, (x—x,)" +o [(x—x,)" ]
toute primitive / de f dans I admet un développe-
ment limité d’ordre n + 1 :

F(x)=F(xy) *+ a, (X=x,) T

(x—x, )" :
pRE AR Toe +
s e +o [(x—x,)"" ]
On dit que le développement limité de F s’ob-
tient en intégrant terme a terme le développement
limité de f.



fcontinue sur I admet (§ 4.4) des primitives. Si
F est I'une d’entre elles, considérons la fonction :

uix b= F(x})—[F(x;) *+a, (X=xg) *..,
(x—xo)""
ta, n+1 ]

u est dérivable sur I et u (x,) = 0. La formule des
accroissements finis sécrit :

wix) —ulxp)=lx—x,)u' [xp + 0 (x—x,) ]
0<9 <1

avec 1u'(x)=f(x) - [ay + .. +a, (250" ]

=0 [ (x-x," )
ce qui donne :
u(x)=(x=xp) o [ 8" (x—x,)" |
=o [ (x—x,)"" 1]
ce qui démontre la propriété .

Corollaire ; Le développement limité d’ordre 2n
de la fonction Are tg au voisinage de 0 s’écrit :

Are t i
retgx=x—— +— —...
£ i
erl-l
+ (-1t 2 +o(x?")

En effet, la dérivée a pour développement limi-
té d’ordre 2n—1 au voisinage de 0 :
d =] —x® £x¥ ..
1 +x?

=gl 3202 g (x20-1)

1l suffit d’intégrer terme a terme et d’utiliser ’éga-
lité Arc tg 0= 0.

Remargue.— On ne peut pas dériver terme a ter-
me un développement limité quelconque :

Lz =a, .. Tafx=x, M e lx) (x—xp)l

car I'existence du développement limité ne suppose
pas la fonction e dérivable.

Mais on peut dériver terme a terme un développe-
ment limité obtenu par la formule de Taylor. En
effet, si f est de classe C "1 au voisinage de x, et
si /" (x,) existe, la fonction g = f" est de classe
C"~2 au voisinage de x, et g 1(x,) existe.

On a donc (§ 9.2.3) :
flx)=f(x,) Flx—x,) ' (xy) +...

(x—x )"
" 0

n! S (x4) +0 [(x—xp)" ]

g(x)=g(x,) +(x-x,) g’ e

(x—x,)n~1
+ i) 7 g(n—;l(xo) +o| (x_xo),,_; ]
Cest-a-dire :
F(x)=F"(xp) +(x=x,) " (%) *...
M—"jw 7 (x.) +o [ (x—x,)"1 ]
(n—1)! 0 5

et on constate que la partie réguliére du développe-
ment limité d’ordre n—1/ de f' est la dérivée de la
partie réguliére du développement limité d’ordre n
de f.

Exercice — Exemple

E, ;| Déterminerle développement limité d’or-

dre 2n au voisinage de 0 de la fonction
f:x = Aresin x

Ona f'(x)=—] = =(]—x2 )12

1-x

Le développement limité d'ordre (2n—1) de [ au
voisinage de 0 s’écrit :

1 I, 3 (=x2)2

/ =]_..., - i g e LSS
[ (x) 2( %) 2( 2) =7

1 3 ] (_xz)n-l
—— () (—==n+2)—__ + 2n-1

g S nhA = o

=] +lx2 i x* +
2221

+1 .3 ...(2n-3)
-ty 1)

J‘:2.’1':-2 +o0 (x2n~l)



D'ou en intégrant terme a terme et en utilisant
Arec sin 0=0

Bxlplledl
Aresinx=x +— — +

S
21 22 21 5

- 2n-1
+1.3.... (2n—3) x + o0 (x2n)

e 19 |

TESTS

Déterminer les développements limités d’ordre n
des fonctions suivantes au voisinage de x,, -

Jix b= Argthx , n=2p , x0=0

f:x V= Argshx , n=2p , x, =0

Ty4| fix > Log(cosx), n=8, x, =0
(utiliser Ty,

Tys| fix b= dretg/x , n=4, X =1

Réponses

On intégre le développement limité d’or-
1

dre 2p—1 de la fonction x +— }—'2
—x
3 &) 2p-1
Argthx=x piy 2, . s
3 5 2p -1

On peut aussi utiliser la relation

+o(x?P)

2Argthx="Log(l +x)— Log(l—x)

i i 1.3
Tox ) ———— =1 ——.x2 X+
20E IR 2 2221
+(_I)p_1 sl (2.0—3) x‘?P‘Z +o (I‘?p-"'}

21 (p-1)!

Par intégration :

g S
Argshx=x——x—+—~3— y
2 03 222_; 5

1o L3 (2p=3) x2pH

+ (-1)p
-l (pq)) 2p-1

+o(x?P)

Ona:

sin x %309 ; 17 Yy 3
=x+—+— +——x! *o(x7)
T M i T A 7

Par intégration

4 6 17
Log(cusx}-———__x__i. i

’ n b
d m_z\/ﬂz +x)

ou en posant x=1+h:

x8 4o (x8)

rite) =L eranre oy
45 7

r kT 3
= e e m L © agid 3
5 77% h 16h o(h’)
7. 1 7 3
b=tk =) fe=])2 — s g P
I (x) p 4(x ) 7 (x—1) = (x—1)

+o[x-1)]
Far intégration :

1 1 7
=_ 4 —fx— e N 2+__ I3
f(x) 7 4(x 1) 8(x 1) o (x—1)
—i(x—])"'!'o [(x—1)% ]
64

9.4. Application aux problémes de limites.

Au voisinage de x,, le premier terme non nul
du développement limité (ou du développement li-
mité généralisé) de f fournit un équivalent de f(x),
ce qui permet de trouver la limite de f(x) quand x

tend vers Xg-

Dans le cas des formes indéterminées / , 0% ou
o ona

flx)=[u(x) ]vm = e¥(x) Log ufx)
Pour trouver la limite de /(x) quand x tend vers x,,
il suffit donc d’étudier la limite de:

Log f(x)=v(x) Logu(x)



Exercices — Exemples
Etudier la suite (u, ) définie par
u=nle—{l+4, ] a€ER
n
On a une forme indéterminée < x Q car (El ,89.1)

lim (1 +%pn = e
n

n e
Cherchons un développement limité au voisinage

de linfini de V, =(1 +%)" Ona:

Log V,,=n Log (1 +%)

2 1
=n [E—a— +o(—) ]
nooop? n?
2
a 1
7 R + _)
a = o("
D'ou :
2
a 1
V =e ¢ e —
n e exp | ;e 0(”)]
a? 1
=" [l =—+0(=))
2n n
On en déduit
2
™ +o(l)
c'est-a-dire
. a? &
lim Yoo =
Nt 2
El Déterminer lim f(x)et lim g(x)
X0 X e

sh x — x cos x

X =
I Jo x(1—ch x)

gix > Yt 407 +2-3/ x5 +6x +1

Pour la fonction f, on a une forme indéterminée
g.Eu utilisant les développements limités au voi-

sinage de 0, on a :
%3
shx —xcosx=[x +? +o(x?))

2
iy [1—% +o(x?)]

2x3
== 4o(x)
3 oflx

xz x3
x(l—chx)=x[—~2- +o(x2)]=—7+o(x3)

3
Dou : f(x) Lk

_ 4
o 3
- ?)

Clest-g-dire : lim f{x)= _;

x=0

Pour la fonction g, on a une forme indétermi-
née « — o En utilisant les développements limités
généralisés au voisinage de + °, ona :

Yxt+ 0% +2=x2(1 +-75+-27)”2
X

X
P W 1
=x?[1+— —— +0(=)]
2x 8x2 xZ
3/.6 4 —ad 6 1 1/3
x? +6x* +i=x(1+—+—)
x? x

2 1
=x2[1+=+o0(—)]
%% X%

2
g =5 s v 2ol

ce qui donne
A> 0

lim g(x)= <0

x*w

-2 si- A=0



TESTS
Déterminer les limites suivantes :

Thg|l o g 202 = 42

%0 o5 x —chx

J A + 1 +4/x% +2x
3 el
L oxo= a4 24+ A7 +dx + 1

lim (chx — cos x)xcosx~ sinx

x+0
sin x
lim (——) »’
x+0 X

w w
= -

40| Etudier la suite 1, définie par
2n+l

=k n?
un—n e —nn+2)

T,,| Déterminer le développement limité gé-
néralis¢ d’ordre 4 au voisinage de 0 de la
fonction x > cotg x. En déduire la limite quand
x tend vers I de la fonction :

1

g:x —cotglx—1)— ————
(x—1) (x—2F

Réponses

emx _ 14+ 2x=x% +o0(x?),

cosx —chx=—x2 +o0(x?)

limite= — 1

1/2
mx+1+,/x2+zx=>\x+1-x(1+§)

={A=1)x +—]— +o(~j—)
2x X

M+ 2 /X2 ddx +1=(N-1)x +i +o(-1—)
2% X

limite =1 si A # 1, 3si A=1

Ty ) Log(chx — cos x)* % —sin x

=(x cos x — sin x) Log (ch x — cos x)
%3
=[—T +o(x?)Log[x? +0(x?)]

limite = 1
ey A in x
P Tl
- x
1 x2 1
=— Log[l—— +o0(x?)]=——=+o(I
22 g [ 5 ol(x®)] 3 o(l)

limite =

2/n + I/nz

2 3
=l+—+—+o(_1_}
n nz "2

u=3+olt) , tim 4, =3

n e

1
cotg x N;. On utilise les développements

limités d'ordre 4 pour cos et 5 pour sin :

1 x? x*
tgx==[1-—=—-=——+o(x?
cotgx = [ 35 o(x?)]

En posant x=1+h, ona:

gl(x)=cotgh —

h(1—h)?
o i a
=== +o(h )]—5[1 +2h+o(h)]

lim g(x)=—-2(cequidans T, §9.1,permet

x =1
de conclure lorsque \=— 1) .



