8. Formule de Taylor et applications

8.1. Formule de Taylor
8.1.1. ENONCE ET DEMONSTRATION

Théoréme. — Si f est une fonction numérique de
classe C" sur un intervalle [ a, b ] et admet une dé-

rivée d'ordre n + 1 sur ]a, b [, il existe ¢ € la, b [
tel que :

1(6) =f(a) +(b—-a) f'(a) +...+ ”’n;,“) 1P(a)

(b—a)™ (ne1)
Yo L

Cette formule est appelée formule de Taylor
d’ordre n ou formule de Taylor - Lagrange. Le der-
nier terme est appelé reste ou reste de Lagrange.

Soit g la fonction :

X = f(x)—[f(a)+(x—a)f'(a) +...

(x=a)" anj;.)1_ x (x—a)™!
e n! el =X (n+1)!

ou la constante K est choisie telle que g (b) = 0.

On a alors : g (a) = g'(a) =...= g/"(a) = 0.
La fonction g s’annule pour x = a et x = b et véri-
fie les hypothéses du théoréme de Rolle. I existe
doncc;, €]a, b [ tel que g'(c,) = 0.

La fonction g’ s’annule pour x = a et x = (R
D’aprés le théoréme de Rolle, il existe alors
¢ €la,¢; [Cla b[tel queg"(c,)=0.

De méme, la fonction g/*/ s’annule pour x = ¢ et
X =c, €]a b[.1Ilexiste doncc €]a, b [ tel que
g™ (c) = 0, c’est-a-dire : f™*1/(c) = K ce qui dé-
montre le théoréme.

Remarque 1. — On a supposé a < b mais la dé-
monstration est valable pour @ > b, la seule modifi-
cation étant le remplacement de I’intervalle (a, b)
par lintervalle (b, a).

Remarque 2. — On obtient un autre énoncé de
la formule de Taylor en posant b =a + & et en no-
tant que tout nombre ¢ compris entre a et a + 4
sécrit :c =a + 0 havecd €]0,1[.Laformule
devient :

flath)=f(a)+ hf'(a) +...+-’-}§ ") (q)

1
+ M ety

(n+1)!
avec 0<0 <1

Corollaire, — Si f est de classe C" sur
[ Xy = & X, + (] et admet une dérivée d’ordre
n+ 1 sur | x, - o xp + B[, ona pour tout
X€[x, - ax,+B]:

(x—xo)"
/

Z f(k)(xo )

fx)=1(xp) +

n+l1
(x—x,)

(n+1)! S xg + 0 (x=xy) ]

oll 0 est un nombre dépendant de x et vérifiant
0<o<1.

Ceci traduit la formule de Taylor pour I’inter-
valle | x,, x [ .
Pour x, =0, on obtient :

F(x)=£(0)+ x£'(0) +...+n£;' 7m(0)

Xn+1
(n+1)!
avec 0 <6 <1

+ rim(g x)

Cette formule est appelée formule de Mac Laurin.

Remarque. — Pour un polynéme P de degré n,
la dérivée d’ordre n + 1 est identiquement nulle et
on obtient :

P(x)=P(0)+ xP'(0) +...+ x" %j(o)

Vx ER

8.1.2. FORMULE DE TAYLOR — YOUNG

En supposant que f (") existe seulement au
point a, on obtient la formule de Taylor Young ou
formule de Taylor avec reste de Young.



Théoréme. — Si f est une fonction numérique de
classe C " sur [ a, a+h ] et admet une dérivée d’or-
dren+ lena:

fla+h)=f(a) + hf'(a) +...+ h?”l. £(m)(a)

hn+1
Xl
(n+1)!

[f™1)(a) + e (h) ]

avec lim e(h)= 0
h=0

Reprenons la démonstration de la formule de
Taylor — Lagrange. On a obtenu :

gM(c,)=0  avec
Or: gl(x)=f"(x)—f(")(a) - K(x—a)

ce qui donne :

K= f("}(cn) ‘f("}(a)

cn——a

¢, €la,a+h|

Lorsque 4 tend vers 0, ¢, tend vers a. Comme f est
(n+ 1) fois dérivable en a, K tend vers f ("*1/(q)
lorsque /& tend vers 0. On a donc :

K=f1)(a) + € (h)
ce qui démontre le théoréme.

Remarque. — La formule de Taylor — Young
est d’utilisation locale (c’est-a-dire pour & petit)
alors que la formule de Taylor — Lagrange est uti-
lisable sur ’intervalle [ @, a+/4 | méme si i n’est pas
petit.

Exercices - Exemples

Trouver a I’'aide de la formule de Mac

Laurin pour la fonction exponentielle
la limite de la suite de terme général :

mycd gl (=1)"
e =h=iy Fapaet Mg

Ecrivons la formule de Mac Laurin d’ordre n
pour la fonction exponentielle :

2 n n+l
X — +£.+x_+ X X 0x
A b T T nl " n+1)r ¢
avec 0<60<lI1.
Pour x = — 1, on en déduit :

1 (__])n+1 0
2= -+
e Un Tlnrnir ©

? ) A 1 1
Dou : - =< —
iy “n e (n+1)!
c’est-a-dire :  lim u, = L
7 oo e

Montrer que si f est de classe C 2 sur
[ a b ], il existe une constante M telle

que :
+h)— f(
1%, )hfxo)—f'(xo) <M|h|
Vx, €la, b Vix,t+h)€la, b

Montrer que si f est de classe C 7 sur [a, b]

+h) = f(x,—h
AL ket Al )—f'(xo) <M'n?
2h
VxOE]a,b[ ‘V(xoih)e]a,b[

Si f est de classe C 2, on peut appliquer la for-
mule de Taylor d’ordre 1 :

flxg+h)=f(x,) +hf'(x,)+ %2 f"(x,+0h)

f" étant continue sur [ a, b ) est bornée (§ 1.7) et

on a donc :

f(xy+h)—f(x,)
h

—flxy)
if %f”(xoﬂ)h)’ < Mlh|

avec : M=

i "
3. e L)

De méme, si f est de classe C 3, on exprime
f(xy+h)et f(x,—h) par la formule de Taylor d’or-
dre 2 et on obtient par différence :

flxg+h) - f(x,—h) =2 hf'(x,)
3
+ h?[f”’(x0+0h) +1"(x,-0'h) ]

avec 0<0<1 e 0<0'<lI

On en déduit :

f(xy+h)— f(xy—h)
2h

= f(xy)

<h—2 max_ | f"'(t) |
6 t€fa,b]



TESTS

Ecrire la formule de Taylor — Young d’ordre 4
au point X, pour les fonctions suivantes :

(e e

g x> esin x % 0
Montrer que la suite (s, ) de terme géné-

raliss.t= En (el est convergente
Sy R e ®

et a pour limite Log 2.

En supposant f de classe C¥sur [a, b ] ,

montrer que :

Il

I

flx,+h) +f(x,—h) - 2f(x,)
\ h?
on €la b

f étant de classe C? sur [a, b ], onécrit

pour 0 </ < b—a la formule des accrois-
sements finis : f(a+h) — f(a) = h f'(a+0h).
Si f "(a) # 0, déterminer la limite de 0 quand A
tend vers 0.

—f"(xy)| <M h?

Vix,th)Ela, b

Réponses

@ FE+ W=+ 20+ 20 +8p

+1—30h4+h4e(h)

1 4
@ g(x)=1+x+52——%+ x? e (x)

@ La formule de Mac Laurin appliquée a
la fonction x v— Log (1+x) donne pour

x=1:
1 2
Logoi=omd v [ (I (1)
2 n (n+1)(1+6)1

3 1) 2 1

4~ \ Rl P SR
c’est-a-dire . |'s, — Log 2| Py,
D'ou : lim s, = Log2

n- oo

F(Xg+h) + £ (xg—h) = 2 f (x,)

+ k% f"(x,) + g—:[ Fx,+0n) + (x,-6'n)

A it/ 1 4
: M= - max (4)(¢
oy B (PRl

@ fla+h) —f(a)=hf'(at+0n)

=h[f'(a)+ Oh f"(a+0,0h) |
Or : f(a+h)—fla)=hf'(a) +L22 [f"(a)+e(h) ]

_ [f"a)+e(h)
i O =2 a v 0, 6n

. n . 1
D F0: lim ==+
onc si f"(a) hz:;z >

8.2. Applications de la formule de Taylor
8.2.1. CALCUL APPROCHE DES VALEURS D' UNE FONCTION
Si f vérifie sur [ Xy, X+ h ] les conditions d’ap-
plication de la formule de Taylor, on a :
flxgt h) =fxg) + hp'tx,) 4.+ 2 pinigy )
n/
hn+1
(n+1)!

En supposant f (") bornée sur | X X,+h ], 0n
peut prendre pour valeur approchée de f (x0+ h)
le nombre :

/ " ey,
y=flx,) + hfleg) ook f0(xy)

£ (x ) 4+0h)

Perreur commise étant majorée par :

| h ]n+1 (n+l)
(n+1)! tE[xZ?g'Zm] |7 ()]

Dans le cas ou f (1) garde un signe constant sur
[ X9, Xo+h ], on peut en outre préciser siy est une
valeur approchée de f (x0+ h) par défaut ou par
exces.

8.2.2. DEMONSTRATION D'INEGALITES

En majorant ou en minorant le reste dans la for-
mule de Taylor — Lagrange, on démontre des iné-
galités.

Par exemple, pour la fonction x > cOos x,ona:

b Tl i
cosx——l—7 +$cos0x avec 0<0<1

Mais pour x €[ — %, -72L]: 0<cos O0x <1
D’oti I’on déduit pourx €[ —w/2,n/2]:

2 174 4
l~dh< <
D) COS X & 2 24



8.2.3. ORDRE DE MULTIPLICITE DES RACINES D'UNE
EQUATION

Si la fonction f s’annule pour x = x,, et §’il existe
un entier p > 1 tel que f(x) =(x—x,)P g(x) avec
g (xo) # 0, on dit que x,, est racine d’ordre p de
I'équation f (x) = 0 ou zéro d’ordre p de la fonc-
tion f.

On dit aussi racine simple si p = 1, racine double
sip=2...

Il n’est pas toujours possible de définir I’ordre
d’une racine. Par exemple, la fonction f: x +—>
s’annule pour x = 0 mais pour tout entier p > 1 :

) =1(x)

xP

glx tend vers I'infini quand x tend vers 0*.

Propriété. — Si f est de classe C?~! dans un voi-
sinage de x, et admet une dérivée d’ordre p en x),
X, est un zéro d’ordre p de f si et seulement si :

flxg) =f'(xp) = ...=fP~(x))=0
flP)(x,) #0

En effet, d’aprés la formule de Taylor — Young,
ona:
—1 (x— xo)

f(x)=f(x,) + E f*x,)

= 14
32 x,") [£1P(x,) + e(x—x,) ]

avec : iim e(x—x,) =
X"Ao

L’ordre du zéro apparait donc dans ce cas comme
lordre de la premiére dérivée non nulle pour
X=X,

Exercices - Exemples

La formule de Taylor d’ordre n pour la fonction
f:x V= sin x s’écrit :

Calculer une valeur approchée a 107
prés de sin 47°.

sin(ﬂ+ h) =f(1) + hf'(l)+...

B (oot g G (o )

( +1)'

_m
90
le dernier terme vaut :

En prenant h = —, 'erreur commise en négligeant

hn+1 (n+1) l+ on .4 n+l o
mt 1T Gty \(n+1)’(90)
carona: fI"™)(x)=sin[x+ (n+l) "]

Onobtient : €, =6.10% et €, 2711054

On prend n = 2 et on obtient une valeur approchée

de sin 47 par exceés carf I”(X) = — cos x <0 sur
0,— .
= i — — — ——
y =sin -+ COS ( ) sm

w2

] s
=—4 S
V2 90V2 16200V2

Si on calcule chacun des trois termes de y avec une
erreur inférieure a €', on obtiendra une valeur ap-
prochée de sin 47° avec une erreur inférieure &
€, + 3€ =3¢+ 71075 Pour obtenirsin 47° a
1079 pres, il faut prendre € < 10~9. Si de plus,
on calcule les deux premiers termes de y ¢ 10~ 6
prés par excés et le dernier terme a 10~ 6 prés par
défaut, on obtiendra une valeur approchée de
sin 47° par excés.

On obtient : sin 47° = 0,731360 a 10~° prés par
exces.

Montrer que :

n
e">x—, VneEN*. Vx &R}
n/
En déduire que pour tout « ER* ,on a
lim € = + oo
X =400 xOl

La formule de Mac Laurin d’ordre n pour la
fonction exponentielle s’écrit :

xn+1 e@x
(n+1)!

& =l+X4, +X
1

avec : 0<0<1

x"

D’ou, pour x =0 : >
n!

Pour o € R* , soit p entier tel quep >o. Ona
alors pour x >0 :



e" 1 Xp 1 Y
=—> L 2 _ =2 xP
XSp L x®id pl

p>a entrafne lim xP~ %=+ oo

X oo

X
lim £ =+ o

et donc :
xatee X%

On retrouve ainsi la propriété démontrée au § 5.4.2.

TESTS
Démontrer les inégalités suivantes :
3 3 S
x __xg_ <sinx <x __xg + 1350
Vx€[0,7]
tgx>x+x—3+ 2x Vxe[o0,X [
3 15 2

<Arctgx <x Vx€ER,

x2 + 1

Calculer Log 1,02 a 10~ 7 prés.

=

0 Déterminer a I’aide de la formule de Mac
Laurin une approximation de cos x sur

I’intervalle [ — % , % ] avec une erreur inférieure a

10~ 3.

T, Pour quelles valeurs du paramétre A € R

Péquation : x —6x% + 9x+ A=0

a-t-elle une racine double ? Résoudre I’équation
dans ce cas.

2) Montrer que e est irrationnel

1) Ecrire la formule de Mac Laurin a I’or-
dre g pour la fonction exponentielle.

: en supposant

e =P avecp ENet q € N*, on montrera en multi-
q

pliant par ¢/ que la formule précédente conduit a
une impossibilité.

Réponses
; Wy x
smx=x——6 +2—4sm(6x)>x——6
Vx €0 7]
sinx=x—£?+ xj——6sm(0x)<x——+—i
6 120 720 6 120
Vx €10, n)

@ Pour x €[ 0, % [, les dérivées de la fonc-

tion f : x > tg x ont des valeurs positi-
ves ou nulles. D’oul :

f(x)—[f(0)+xf'(o)+...+§—f £1500) ]

6
=X r(6) s n
6!f (6x) =0 ‘v’xe[o,z[
ce qui donne :
2x° m
tgx>x+X 2% € A
gx =X . 75 V x [0,2[
2
2(1+ 02 2)2
Vx€ER,

(1 +x2)Arctgx =x+

2
+—)—C—[2Arctg(6x)+ﬂ5—]>x VxER,
2 1+0%x?
x? i
o Log(1+x)=x——2— +...+ (=) 1
1+l (=1}
n+1'(‘, + gx)mH
1
Pour x = 0,02 le reste est inférieur a €. —(0—042_)1"—1
n
Ona: ez=%]0‘6 et 63=4.]0_8

On prend pour valeur approchée :

0,02 (0.027 | (0,02)°
2 3,
valeur approchée par excés car la dérivée quatriéme
a des valeurs négatives. On calcule les deux pre-
miers termes exactement et le troisieme a 10~%
prés par excés ce qui donne :

Log 1,02 = 0,01980267 & 10~ 7 prés par excés

2 2n
cosx=1-% +  +(-IpX
2! 1} (2n)!

2n+l
x (2n+l)
(2n+ 1)1 L (6x)

Si x€E€[— g g 1, le reste est majoré par :

1 2n+l
e (2n+ 1)/( )



Ona: e;=4,710"° et e,=16 1074
2 4 6 8
cosx=1-%X 4% _X 4 X

Hanaz 21 41 61 8

a 0,16 1073 préssur[_zﬂ ]

r
2
On peut aussi écrire la formule de Mac Laurin a
lordre 2n+ 1 au lieu de 2n. Seul le reste est modi -
fiéetona:

' 1 m )

e = — —_—
B (2pk2)1 2
ce qui donne €' ; = 0,92 10~ 3. On obtient ainsi une
meilleure majoration du reste ce qui conduit a
prendre un terme de moins dans le polynéme d’ap-
proximation :

2n+2

2 4 6
=] X 4x _X
cosx =1 5 +4/ 57

10,92 103 pré XL
a prés sur | 5 2]

Une racine double a de I’équation

f (x) = 0 vérifie f (a) = [ '(a) = 0 et

f"a) #0. Onadonc:a’> —6a®> + 9a+r=0
et 3a° —12a+9=0.

a = 1 donne \ = — 4. L’équation a alors pour raci-
nes 1, 1, 4.

a = 3 donne \ = 0. L’équation a alors pour racines
3, 3, 0.

2 q
. x4 x
Ty) I &=ltx+d+ 45
1
+(¢7:+1)/ o0 0<0<1

2) Sie= %, on obtient pour x =1 :

By 1 d el e
q 2! q!  (q+1)!

0
En multipliant par q!, on en déduit que e+ 7 est
q

un entier. Mais e n’étant pas entier, on a q = 2 et
donc :

0
0 Sl
gL =3,

est un entier.

0
ce qui est impossible si —<
qui est imp PR,



