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comportement des géomatériaux

Plan de I'exposé

rappels pratiques sur les tenseurs

notion de loi de comportement

comportements élémentaires des matériaux solides
m élasticité

m élastoplasticité

m visco-élasto-plasticité

quelques éléments sur le comportement des sols
m compressibilité
m résistance au cisaillement
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Modalités d’évaluation

Modalités d’évaluation

une note sur 20 répartie comme suit
m examen écrit de 2h 70%
m un projet de 30%
m si rattrapage examen écrit de 2h 100%
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But du cours

avertissement

Ce cours a pour but de donner les éléments théoriques nécessaires qui
permettent une utilisation avertie des codes de calcul de type éléments finis (ou
toute autre méthode numérique de résolution de problémes continus) pour les
problémes de géomécanique. Le lecteur pourra avantageusement compléter ses
compétences dans le domaine des lois comportement en se référant a 'ouvrage
de (Lemaitre et Chaboche). Enfin, si le lecteur souhaite développer sa propre loi
de comportement, ou formulation physique, je le renvoie aux nombreux ouvrages
de références sur ce vaste sujet. (Simo and Hugues, Zienkiewicz, R. de Borst ...).
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But du cours : type d’approche

Ficure — approches continues (MEFdiff. finies...) >< approches discrétes (MED, dyn.
moléculaires...)

INSA =



comportement des géomatériaux
[

rappels pratiques sur les tenseurs

ion "intuitive"

T, = 0ol + dx) - 61 + 0200 + i) - 6
() lZ

1
® To= oni(x + dx) - 6 + oz (x + dxi) - €
— P
,A (1)
Ts=c1(x)- € +oa(x)- & (4)
To= o) € +0n(x) &
I'équilibre donne :
doy | Boe o doa | Dom
1) P + o Oet o, e 0 (résultante)
2) o2 = 021 (Moments) N
?
@  f*
oA

o

@)

7

en déduire I'éxistance d'un opérateur sous forme de matrice noté o tel que ¥ = o - i
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= rappels pratiques sur les tenseurs

Tenseur des déformations |

PORND,

(1417 - 14BIF) et |8 - AC - AB - AC|?

Soit la fonction vectorielle ¢ dénommée fonction placement telle que :
OA’ = §(A.1)
alors on a pour tout point B au voisinage de A :
OB’ = ¢(B) = §(A) + VH(A) (OB - OA) + o(OB - OA)

2 >

d'oll
A'B" =V@(A)-AB + o(AB)
V4(A)-AB =F - AB

INSA':
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[

rappels pratiques sur les tenseurs

Tenseur des déformations |l

ainsiona:
IATBY|12 — | ABIR =(E A@) (F AB) AB'. AB
= AB'F'FAB
— AB'(F'E - 1)
et

= - - t - -
a8 - AC - AB- AL :(E.AP) .(E-Ac)—AP‘.Ac
— AB'FIEAC - AB' - AC
t7 -
— AB'(F'E - 1) AC

est appelé tenseur de Green-Lagrange.

]
Le tenseur | E = —(

T
IR

|
1]~
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= rappels pratiques sur les tenseurs

Tenseur des déformations Il

On peut introduire le vecteur déplacement :
i=AA"=0OA'-OA & OA’=OA +1ii
= Vé=I+Vi
par dérivation =
et
E= 1(VL7+V'U+V’U-V&)
=" 2

En négligeant les termes du second ordre, on obtient le tenseur des
déformations linéarisé (petites déformations) :

e= %(VquV‘u)

INSA
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[

rappels pratiques sur les tenseurs

notations sur les tenseurs

Dans ce cours les notations d’Einstein sur les tenseurs seront utilisées. Voici
quelques rappels succincts sur ces notations :

3 3
m indice répété : a;b; = Z a;b; ou encore a; = Z aji
i=1 i=1

i . . oa
m dérivée partielle spatiale : a; = —
X
. . . . . oOa
m dérivée temporelle : on conservera la notation classique du point : a = Tl
1 siisj
m symbole de Kronecker : 6; = .
0 sinon

m pseudo tenseur de permutation :
0  sii=jouj=k ou k=i
€ =4 1 si i,j,k dans le sens direct de la base
-1 sii,j,k dans le sens indirect de la base

INSA:-
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[

rappels pratiques sur les tenseurs

rappel sur les matrices de passage |

état initial de la matiere

ase quelconque

se des déformations principales

état défromée de la matiere

Ficure — motivation
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[

rappels pratiques sur les tenseurs

rappel sur les matrices de passage |l

Théoreme

Si Xy et X; sont les matrices colonnes des coordonnées d’un méme vecteur u
respectivement dans les bases B, et B duK —ev &, ona:

Xo = Pgy—5, X

avec Pg,_,p, la matrice de la famille de vecteurs de base de la base B exprimé
dans la base By, rangés en colonne.

Fiaure — changement de base sur un vecteur
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[

rappels pratiques sur les tenseurs

rappel sur les matrices de passage |l

effet d’'un changement de base sur la matrice d’'un endomorphisme

Soient & et ¥ deux K — ev, Bgy et Bg1 2 bases de & et Brg et By 2 bases de ¥ .
On désigne par P la matrice de passage de Bgy a Bk, et par Q celle de Bgy a
Be4. Soit Ky la matrice d’'une application linéaire de & dans ¥ écrite dans les
bases Bgg, Brg (telle que Fyp = Ky Xy par exemple).

Montrer que K; la matrice de cette application linéaire écrite dans les bases By,
Bg; se calcule comme suit :

Ki = Q 'K,P

INSA
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[

rappels pratiques sur les tenseurs

rappel sur la réduction des matrices symétriques

Théoreme

Soit f un endomorphisme (f : E — E) symétrique réel :

m fest diagonalisable sur R

m toutes ses valeurs propres sont réelles

B Ses sous espaces propres sont 2 a 2 orthogonaux
ie : f se diagonalise dans R sur une base orthonormale

Théoreme

Soit M une matrice carrée symétrique réelle. Il existe :

m D une matrice diagonale a coefficients réels

m P une matrice orthogonale (ie de changement de base orthonormale)
tellesque :M=P-D-P"' =P-D-P!

INSA
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[

rappels pratiques sur les tenseurs

notion de scalaire

propriété fondamentale sur les tenseurs

Un tenseur d’ordre n est un objet mathématique (décrivant en général des
quantités physiques) qui s’écrit dans différentes bases grace a une formule de
changement de base. exemple : X = P- X, M= P~' . M- P.

X et X représentent le méme tenseur d'ordre 1 et M et M le méme tenseur
d’'ordre 2. Mais les valeurs de leur composantes respectives sont différentes
lorsqu’elles sont exprimées dans des bases différentes.

Définition

Un scalaire est un tenseur d’ordre 0. De ce fait un scalaire est invariant par
changement de base.

exemples : la température, la pression, 'hnumidité relative ...

contre exemple : une composante d’un vecteur ou d’un tenseur

INSA =
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[

rappels pratiques sur les tenseurs

notion d’invariants d’'une matrice de rang 3

Un invariant est une fonction scalaire d’un tenseur qui ne dépend pas de la base
considérée. All n’existe pas " les invariants" mais des familles d’invariants. Les
plus utilisés sont :

m ceux relatifs au théoréme de Cayley-Hamilton (coefficients du polynéme
caractéristique)
det(M— Al) = =A% + A2 — A+ I3
m J; = trace(M)
mlh= %(trace(M)2 — trace(M - M))
m I3 = det(M)
m ceux relatifs a la décomposition de Rivlin-Ericksen
m J; = trace(M)
m [ = Jtrace(M- M)
m ;= ftrace(M-M- M)

INSA
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[

rappels pratiques sur les tenseurs

signification physique du premier invariant

B expression :
i, = tr(or) = o = 3 - p (pression ou contrainte moyenne)

Le =tr(e) = e = v (en petites déformations)
0

m représentation graphique :

(ox . .
2 /'base principale

(dans laquelle o est diagonal)

Ficure — représentation graphique du tenseur de contraintes dans sa base principale

m montrer que OH = iz = V3p

” INSA
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[

rappels pratiques sur les tenseurs

signification physique du second invariant |

m tenseur déviatorique :

I1(r
Sij = 7jj ~ 5 0j

I1s
ej = &j — ?6,‘]‘

remarque : | S = ek = 0

ces tenseurs représentent uniquement les parties cisaillement des tenseurs
de contrainte et déformation respectivement.

H expression :
Jgs = tr(s2) = §jiSj
Joe = tr(€2) = gje;

INSA =
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[

rappels pratiques sur les tenseurs

signification physique du second invariant Il

m représentation graphique :

(dans laquelle o est diagonal)

Ficure — représentation graphique du tenseur de contraintes dans sa base principale

m montrer que Vdos = HM

INSA =
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[

rappels pratiques sur les tenseurs

signification physique du troisieme invariant |

Définition
On appelle plan déviatoire le plan L a la trisectrice passant par M considéré dans
I'espace des contraintes principales.

Définition
On appelle angle de Lode I'angle formé par la projection dans le plan déviatoire
de I'axe 1 et le vecteur HM

H

120° S3
S

- & i i I'angl L
Fiaure — représentation graphique de I'angle de Lode INSA‘
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[

rappels pratiques sur les tenseurs

signification physique du troisieme invariant I|

H expression :
Jgs = tl’(Sa) = S,'ijkSk,‘
J3e = tr(e3) = €jj€jkEj

H On montre que :
6J. 6J
& COS(3§0€) = &
(J2s)° (J2e)°

conclusion : z = OH, r = MH et ¢ représentent les coordonnées cylindriques du
tenseur exprimé dans sa base principale, en prenant comme axe la trisectrice.

cos(3¢,) =

INSA
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[

rappels pratiques sur les tenseurs

démonstration |

(rien que pour vous : je ne I'ai trouvée nul part sur le net!!!)
préliminaire : opérateur de projection
Soit N le sous espace sur lequel on projette, i le vecteur unitaire indiquant
la direction dans laquelle on projette, V le vecteur a projeter, et v, le vecteur
projeté.

3
<{

Ficure — croquis projection
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[

rappels pratiques sur les tenseurs

démonstration |l

Le vecteur v, s'écrit donc :
v, = V- (VA)A = V—(ﬁ@ﬁ)V:([—r‘i@r‘i)V

De la on tire la matrice de projection. Dans le cas particulier ou :

1

¥

A=|—

¥

V3

, on trouve :
1 2 -1 -1
P==-1 2 -1
3
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[

rappels pratiques sur les tenseurs

démonstration Il

angle de Lode
Soit 71} le projeté de &) dans le plan de Rendulic, On a :

1 2
T = Pé = 3 -1
-1
et ni7, le projeté normé :
.12
Tin = —= |-
V6 |1
Donc :
TinHM = ”Hﬁ/l”cos«:
et

mioHM 1 25 -8,- 84
7R

cos¢p =
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[

rappels pratiques sur les tenseurs

démonstration IV

or par construction du tenseur déviatorique, on a :

S1+S8+S8=0=28-S,-S; =3S;

donc
cosg — mHM 1S,
[Hid] ~ 6 v

enposant=¢+120° ety = ¢ +240°0na:

1 S5 1S

cosf=———=etcosy=——

V6 V2 V6 V2

en utilisant :
cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b)

ona:

cos®(p) + cos®(B) + cos®(y) =
cos®(p) + % ( (3) sing — cos cp)3 - :—3 (\/@sincp + cos<p)3 =..

= g (4 cos®(¢) — 3cos <p) INSA
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[

rappels pratiques sur les tenseurs

démonstration V

or la linéarisation de cos® x donne :
cos(3x) = 4cos® x — 3cos x
d'ou 3
cos®(p) + cos®(8) + cos®(y) = 7 cos(3¢p)

d’autre part,

27
c0°(¢) + 005°(8) + 008"(y) = —1—— (7 + 83 + ) = ~> %
66 (/2 2v6 [

d’ou le résultat attendu!

INSA
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[

notion de loi de comportement

rappel : résolution de probléme de mécanique de matériaux déformables

egs générales matériaux egs du probléme solution
conservation comportement C.L.etC.L
masse élasticité appuis simples RdM
énergie plasticité bords frottants méca des fluide
qté de mvmt viscosité vitesse imposée | thermodynamique
charge électrique pV = nRT méca des sols

INSA
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= notion de loi de comportement

notion de chemin de sollicitation |

remarque : o : 6 variables et ¢ : 6 variables

Définition

chemin de sollicitation : c’est la courbe gradué en temps tracé dans I'espace a 6
dimensions des sollicitations bati sur les variables imposées par
I'expérimentateur sur I'échantillon.

Définition
chemin de réponse : c’est la courbe graduée en temps tracée dans I'espace des
réponses bati sur les variables mesurées par I'expérimentateur.

propriété

. = . . \ = 7 \
soient s la sollicitation a 6 composantes et r la réponse a 6 composantes. Ces
variables doivent étre conjuguée vis-a-vis de I'énergie volumique :

g‘?:O','jE,‘j

I
LLA L° /g QRN
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[

notion de loi de comportement

notion de chemin de sollicitation Il

comparateur

Charge

piston
pierre poreuse

¢chantillon de sol

bague métallique
trés rigide (g,=0)

Ficure — Essais cedométrique
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[

notion de loi de comportement

notion de chemin de sollicitation Il

Peellule=03

Ficure — Essais triaxial : 3 grands types de sollicitations : CU, CU+u, UU
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[

notion de loi de comportement

notion de chemin de sollicitation 1V

cedométre triaxial drainé
t
t
/_sg ‘ g3 ‘ o3 ‘ €3
Eo (o)) o) &

sollicitation réponse sollicitation réponse

Ficure — exemples de chemins de sollicitations et de leur chemins de réponse

principe de déterminisme

Si on applique a un échantillon un chemin de sollicitation donné, le chemin de
réponse est déterminé unique
INSA
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[

notion de loi de comportement

écriture incrémentale des lois de comportement

chemin de sollicitation chemin de réponse

loi de comportement (=fonctionnelle)
fonctionnelle = fonction & qui on associe une autre fonction
ex : transformé de Laplace

mo(t)= F [e(r)] Ao = F (&) avec F fonction, en élasticité uniquement !
—oco<T<t

® mais F (do, de, dt) = 0 car écriture fonctionnelle inutilisable en EF. Dans
certains cas comme en plasticité on peut étre amené a devoir définir
plusieurs fonctions F notées F;, en fonction de la direction de chargement
par exemple (charge ou décharge,...).

principe de déterminisme incrémental

Si on applique a un échantillon une petite sollicitation pendant dt, la petite
réponse est déterminée unique.

Fn (do-, ds, dt) = 0
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= comportements élémentaires des matériaux solides

L elasticits

élasticité linéaire isotrope |

Définition

Des déformations sont dites élastiques si elles sont entierement réversibles ie si
elles retrouvent leur valeur initiale quand on annule la charge. = relation bijective
entre o et e.

oj = fj(en)

INSA:-
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[

comportements élémentaires des matériaux solides

L elasticits

élasticité linéaire isotrope |l

I'élasticité est dite linéaire si cette relation est linéaire.

Tjj = Nijki€ki

Définition
une loi de comportement est dite hyperélastique s'il existe un potentiel élastique.
On a un potentiel élastique V si

oW = O',jdg,'j =dV

avec V fonction d’état.

INSA =



comportement des géomatériaux
[

comportements élémentaires des matériaux solides

L elasticits

élasticité linéaire isotrope |l

rappel fonction d’état

Une fonction d’état est une fonction des variables d’état qui définissent I'état
d’équilibre d’'un systeme thermodynamique. Il ne s’agit Ia que d’'une simple
fonction, comme celles que I'on rencontre en mathématique. Sa valeur est
calculable a partir de variables d’état : par exemple T,p,V. Une telle fonction
possede donc la propriété de ne dépendre que de I'état d’équilibre dans lequel
se trouve le systeme, quel que soit le chemin emprunté par le systéme pour
arriver a cet état. En particulier, au cours d’'une transformation entre deux états
d’équilibre, la variation d’'une fonction d’état ne dépend pas du chemin suivi par le
systéeme pendant la transformation, mais uniquement des états d’équilibre initial
et final (que la transformation soit réversible ou non!).

INSA
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comportements élémentaires des matériaux solides

L élasticité

élasticité linéaire isotrope IV

propriété fondamentale des fonctions d’état

La différentielle d’'une fonction d’état, fonction de plusieurs variables
indépendantes, est une différentielle totale exacte. Cela signifie qu’elle est égale
a la somme de ses différentielles partielles par rapport a chaque variable.

oF oF
dF = (B_X) dx + (W) dy

Remarque : Lordre de variation des variables indépendantes x et y n’a aucune

incidence sur le résultat. Cela se traduit mathématiquement par le fait que les

dérivées secondes croisées de la fonction F par rapport a x et y sont égales.
0*F 0°F

Oxdy ~ dydx

INSA
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comportements élémentaires des matériaux solides

L elasticits

élasticité linéaire isotrope V

ov 02V 02V

conclusion : en hyperélasticité on a o = e e Fode = Berde
Ejj EijOEK EKOE]]

60'[(/ 60',“

y
— == Nijkl — Nklij
68,‘]‘ 68;(/

remarque : Dans la pratique il vaut toujours mieux utiliser des lois
hyperélastiques car on est sdr qu’il n’y aura pas de dissipations internes
parasites. Une loi élastique, non hyperélastique est dite hypoélastique.

Définition
comportement isotrope : N n’est fonction que de deux parametres indépendants :

N(E,v) module d’Young et coefficient de Poisson
N(A,u) coefficients de Lamé

INSA
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comportements élémentaires des matériaux solides

L elasticits

élasticité linéaire isotrope VI

loi de Hooke

Tgjj = /lskké,'j aF 2/,!8,‘j
1+v v
Eij = ?O—U - Eokkdij
exercice : Donner les modules de compressibilités et de cisaillement en fonction
des coefficients de Lamé, puis en fonction de E et v (rappel : y; = 2gj avec i # j).
Exprimer enfin les coefficients de Lamé en fonction de E et v.

interprétation physique

montrer que :

J11

20 oop=033=0

&€22
v=—|—

E1 ) opo=0g3=0

wsTITUT
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comportements élémentaires des matériaux solides

L elasticits

élasticité non linéaire isotrope

{ E— E'(0)

v - vl (o)

représentation matricielle : passage d’écriture 3D tensorielle (o, &) a" 6D "
vectorielle (&, &)

<
<

deyy ét TE _Fir 0 0 0 doys

d822 - % % - % 0 0 0 dO’gg

dess | | -5 -&% & 0 0 0 doss
V2des || 0 0 0 X 0 o0 V2doss
V2des 0 0 0 0 ! Et‘" 0 V2doa
\/§d812 0 0 0 0 0 Pg_t"t \/§d0'12

remarque : On a toujours intérét & faire jouer le méme réle aux o i # jetg; i # |
pour le transport de la norme entre les deux représentations.
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comportements élémentaires des matériaux solides

L elasticits

élasticité non linéaire anisotrope

I'anisotropie correspond a la variation des propriétés mécaniques d’'un matériau
en un point avec les directions spatiales. On distingue deux types d’anisotropie :
m "inhérente " : initiale, due a la formation du matériau (ex : composites, béton
armé ...)

m " induite " : produite par la déformation du matériaux (ex : compactage des
sables ...)

INSA:-
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comportements élémentaires des matériaux solides

L elasticits

orthotropie |

Définition

symétrie par rapport a un plan £ : On dit qu’'une loi de comportement est
symétrique par rapport a un plan # si elle reste invariante dans toute symétrie
par rapport a ce plan : si on transforme do- par symétrie par rapport a P, alors de
est transformé par la méme symeétrie.

exercice : Donner la forme de la matrice d’élasticité tangente pour une loi
symétrique par rapport au plan (1, 2). indication : on écrira d’abord la matrice de
la transformation (symétrie), puis on appliquera cette transformation a do- pour
connaitre les composantes changées.

Définition

Un milieu est considéré orthotrope s'il possede 3 plans de symétrie orthogonaux.
(Une loi de comportement symétrique par rapport a deux plans orthogonaux est
symétrique par rapport au dernier plan orthogonal).

exercice : montrer que la loi de comportement posséde 12 fonctions
indépendantes en hypoélaticité et 9 fonctions indépendantes en hyperélasiﬂtg ”
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= comportements élémentaires des matériaux solides

L elasticits

orthotropie Il

in fine la forme de la loi de comportement dans les axes d’othotropie est la

suivante :

deqq

d822

dess
\/§d823
\/§d831
V2deis

deq

dez

dess
V2deos
\/§d831
\/§d812

cooQwm

o o o= m

coco0OU0OMm

|—‘O o o

N
o OO

co@ooo

oToocoo

|—‘OOOO

N
(@0

N

CcCoOoooo

n
0]

W

|—‘OOOOO

doyq

dO’gg

dogs
\/§d0'23
V2doy;
V2doy,

do1q

doz

doss
V2dops
\/§d0'31
\/§d0'12
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comportements élémentaires des matériaux solides

L elasticits

orthotropie de révolution ou isotropie transverse |

Définition

Une loi de comportement élastique est dite isotrope transverse si elle est
invariante par toute rotation autour de 'axe i et symétrique par rapport au plan

(. k).
on montre que la forme de la loi de comportement invariante autour de I'axe 1
s’écrit :
de1 A E E 0 0 0 doryy
de2o EE B D 0 0 0 dozz
degs | | EE D B 0 0 O dorss
V2dess 0 0 0 B-D 0 0 || V2dos
V2ds3; 0 0 0 0 H O V2do3;
V2dess 0 0 O 0 0 H V2do,

INSA
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= comportements élémentaires des matériaux solides

L elasticits

orthotropie de révolution ou isotropie transverse |l

soit avec les modules de Young et coefficients de Poisson :

t t B
| . 0 o0
d Ei Eé i:;; d
11 vy 1 Y 0 0 0 11
deo Ef E% E doo
t
d‘933 _ - ‘;:_LY‘ — VEZ_rQ é 0 0 0 d0'33
\/§d823 ! 2 2 1+v£2 \/Ed0'23
‘/§d831 0 0 0 E> ? 0 \/§d0'31
\/§d81 2 0 0 0 0 @ 0 \/gd0'12
1
0 0 0 0 2a
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comportements élémentaires des matériaux solides

L elasticits

orthotropie de révolution ou isotropie transverse |l

remarque : en faisant jouer le méme rdle aux axes 2 et 3 d’une loi orthotrope, on
identifie aisémentque B=C,E=F, D’ =D, E' = F’ et H = . Mais pour

2G = B - D il est nécessaire de faire I'identification "pénible ". Principe : on
calcul & le transformé de o par la rotation d’angle 6 : & = P!'oP avec :

1 0 0

P=| 0 cos(6) -sin(6) |=Py.s telleque X =Py sX
0 sin(9) cos(6)

On en déduit la matrice de passage T (6 x 6) telle que &= T¢&, puis on calcul
N = T-'NT et on identifie les termes pour que N=N.
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comportements élémentaires des matériaux solides

L elasticits

conclusion anisotropie

m une loi isotrope est invariante par toute rotation : les coordonnées de sa
matrice sont identiques dans toute base.

m une loi orthotrope est invariante par symétrie suivant trois plans
orthogonaux : Asi la base choisie n’est pas orientée suivant les plans
d’orthotropie, il faut effectuer un changement de base sur la forme de la
matrice présentée.

m une loi isotrope transverse est invariante par rapport a un plan et toute
rotation autour d’'un axe perpendiculaire a ce plan. Asila base choisie ne
contient pas I'axe de symétrie de révolution il faut effectuer un changement
de base sur la forme de la matrice présentée.
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= comportements élémentaires des matériaux solides

[

élastoplasticité

notions élémentaires sur la plasticité |

Définition

des déformations sont dites plastiques si elles sont irréversibles, permanentes et
instantanées. On montre alors qu’elles sont indépendantes des vitesses de
sollicitation.

o

Y
A A

shéma

Y
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comportements élémentaires des matériaux solides

[

élastoplasticité

notions élémentaires sur la plasticité Il

Définition

On appelle écrouissage la variation des propriétés mécaniques du matériau (par
ex : seuil de rupture) avec les déformations plastiques

o

&
plasticité avec écrouissage

o

e L

élastique plastique parfait €

INSA:-



comportement des géomatériaux
= comportements élémentaires des matériaux solides

[

élastoplasticité

notions élémentaires sur la plasticité Il

. &
élasto-plastique
avec écrouissage

Définition

On appelle critére de plasticité limite (ou critere de rupture) la surface tracée
dans I'espace a 6 dimensions des contraintes qui limitent les états de contraintes
qui peuvent étre atteints par le matériau.

INSA =
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= comportements élémentaires des matériaux solides

[

élastoplasticité

notions élémentaires sur la plasticité 1V

Définition

On appelle surface de limite élastique ou surface d’écoulement la surface tracée
dans I'espace a 6 dimensions des contraintes qui limite les états de contraintes
qui peuvent étre atteint par des déformations entierement réversibles. (Par
écrouissage la limite élastique se déforme et se déplace a I'intérieur du critere de
plasticité).

limite de plasticfté

limite élastique
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comportements élémentaires des matériaux solides

[

élastoplasticité

limites classiques |

Un matériau est réputé se rompre quand le déviateur des contraintes atteint une
valeur limite k.
Jrs —k? =0 ouencore s;sj—k?®=0
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comportements élémentaires des matériaux solides

[

élastoplasticité

limites classiques |l

Tresca

Un matériau est réputé se rompre quand la contrainte tangentielle maximale
atteint une valeur limite k.

ogy—03—2k=0 avec o3 <05 <0y

Ales indices ne sont pas associés aux axes

Tmax

INSA
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[

élastoplasticité

limites classiques I

Mohr-Coulomb

Un matériau est réputé se rompre lorsque la contrainte de cisaillement maximum
vérifie le critere :

T=c+ontan(p) avec o3 <03 <oy

soit encore :
1 +sin(p) cos(y)

= 2
1 —sin(y) T . sin(p)

Ales indices ne sont pas associés aux axes

(2]

g3

01
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comportements élémentaires des matériaux solides

[

élastoplasticité

limites classiques IV

er-Prager

Un matériau est réputé se rompre quand I'état de contrainte atteint la limite
donnée par un cone circulaire d’axe la trisectrice dans I'espace des contraintes
principales.

Jic +Ads —B=0

A et B sont fonctions de c et ¢ a déterminer en fonction d’une recherche d’'un
critére inscrit ou circonscrit a celui de Mohr-Coulomb.

02

01
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comportements élémentaires des matériaux solides

[

élastoplasticité

élastoplasticité associée et non associée

Définition

regle d’écoulement : c’est la surface tracée dans 'espace a 6 dimensions des
contraintes a laquelle est perpendiculaire le vecteur déformation plastique
incrémental (quand ces déformations plastiques apparaissent : ie sur la surface
de limite élastique).

Définition

On dit qu’'un matériau élastoplastique est associé si la limite élastique et la regle
d’écoulement sont confondues. Dans le cas contraire le matériau est dit

non associé. (On parle aussi de matériaux standards et non standards et de
regle de normalité).

exercice : montrer de maniére géométrique qu’ un matériau vérifiant le critere de
Mohr-Coulomb ou Driicker-Prager associé est dilatant dans le régime plastique.
remarque : Tous les géomatériaux sont non associés. Les métaux vérifient
généralement le critére de Tresca ou celui de Von-Mises. De plus on observe

qu'ils se déforment a volume constant dans le régime plastique. Montrer am \
que la regle d’écoulement est associée. SA
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comportements élémentaires des matériaux solides

[

élastoplasticité

théorie classique de I'élastoplasticité |

notations

variables mémoires : @ = @ (&P)
limite élastique : f (o, @) = 0
régle d’écoulement : g (o,@) = 0

|

hypothéses

m hyp.1:ds = de® + deP
m Hyp.2 : de® = H (o) do (en élasticité linéaire, H est constant)

0
m Hyp.3:deP = dxla—g

(0
A est un scalaire a déterminer : cette équation traduit que la déformation
plastique est perpendiculaire a la régle d’écoulement.

INSA
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comportements élémentaires des matériaux solides

[

élastoplasticité

théorie classique de I'élastoplasticité Il

équation de consistance

f(0,@) =0= f(o+do,@+dad)=0=

-1 ( of

avec h appelé module d’écrouissage tel que :

of day g

Ga'k 685 (90',']'

montrer que :

INSA
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comportements élémentaires des matériaux solides

[

élastoplasticité

théorie classique de I'élastoplasticité 11|

opérateur élasto-plastique

a( of a
dSij = ijk/dO'kl = ( dO’k/) —g = ijk/dO'kl

h a 60’,‘,‘
) afof 0g)\ _
ds—H.dO'—h(ao_@a ).dO'—NdO'

avec :
m a = 0 en élasticité, qui se traduit par les relations :
f(o,@) <0 oualors

f
f(o,@)=0 et 6—do-k, <0 décharge
0oy

m a = 1 en plasticité, avec les relations :

f
f(o,@)=0 et a—da-k, >0 charge
Bo'k,

[ 1) [/ o Wit
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comportements élémentaires des matériaux solides

[

élastoplasticité

théorie classique de I'élastoplasticité 1V

remarque 1 : dans la pratique on écrit les équations précédentes en fonction de
dej et non de do; car en plasticité parfaite, le module d’écrouissage h est nul,
alors que dA peut étre déterminé si dg;; est piloté. De plus tous le codes de calcul
EF sont formulés en déplacement et non en force.

remarque 2 : Chemin de chargement neutre, ou chemin qui suit la surface de
limite élastique. Il n’y a pas de probléme de continuité car on a dans cette
condition j—;do-k, = 0 (qui définit le plan tangent a la surface). Ya, de reste
identique.

remarque 3 : dans la pratique il est trés rare que I'on fasse dépendre les variables
mémoires du tenseur de déformation plastique en entier. De maniére classique :

m pour les limites élastiques de Tresca ou Von-Mises, on fait dépendre le seuil
élastique k de &g, = m

m pour les limites élastiques de Mohr-Coulomb ou Driicker Prager, on fait
dépendre les variables du seuil élastique c et ¢ de a‘;q = \/%

m pour une limite élastique de type "cap" qui ferme un critere de

Mohr-Coulomb ou Driicker Prager, on fait dépendre la contrainte de pré
consolidation (contrainte isotrope située sur le seuil élastique) p, de sIN:SA‘
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comportements élémentaires des matériaux solides

[

élastoplasticité

théorie classique de I'élastoplasticité V

exemple de modeéles d’écrouissages

(‘Plim - 90ini) qu
BP + ‘9gq
Le parametre B, est une constante de calibration.

Montrer que sur un essai de compression isotrope effectué sur un sol, on peut
définir le modéle d’écrouissage suivant :

© = @ini +

-
Pc = Pco EXP (m)

INSA
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comportements élémentaires des matériaux solides

[

élastoplasticité

théorie classique de I'élastoplasticité VI

"cap" de compression

k + i Jio

3pc

Ficure — (a) une limite d’élasticité possible, (b) rappel sur le comportement type d’un sol
soumis & une compression isotrope

INSA
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comportements élémentaires des matériaux solides

[

élastoplasticité

théorie classique de I'élastoplasticité VII

les différents types d’écrouissage élémentaires

m écrouissage cinématique : la limite élastique se déplace en translation a
l'intérieur de la limite de plasticité

B écrouissage isotrope : la limite élastique croit de maniére homothétique
jusqu’a épouser la limite de plasticité

m écrouissage rotationnel : la limite élastique se déplace en rotation a
l'intérieur de la limite de plasticité (dans les modeles classiques ce type
d’écrouissage n’'est pas utilisé)
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comportements élémentaires des matériaux solides

Lvist:o»élasto»plasncité

visco-élasto-plasticité

avertissement

Je serai assez bref sur ce type de comportements car les géomatériaux sont en
général trés peu visqueux. En présence d’eau (ou autres liquides) on observe
une viscosité apparente globale, mais une formulation hydro-mécanique couplée
permet une description plus pertinente de la physique mise en jeux, a mon sens.
Par exemple, dans un sol saturé, la viscosité est déja intégrée dans la loi de
Darcy : elasto-plasticité pour les squelette granulaire + loi de Darcy non
stationnaire pour I'écoulement du fluide + principe de contrainte effective de
Terzaghi, permet la description des déformations différées dans le temps.

classes de lois de comportement

Dans la pratique, on distingue deux grandes classes de lois de comportement
élasto-visco-plastiques :

dg = dginstantanée + dgdifférée
— réversible irréversible
de = de + de

WSS | o
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comportements élémentaires des matériaux solides

L visco-élasto-plasticité

déformation instantanée plus différée

dsinst. — dsélastoplastique
diff. __ visqueuse
de?" = de

soit
de = de® 4 deg’ = Np(u)do + dg”
avec u = _do_
. lldar| o
Si on considere la classe de sollicitation de fluage : do = 0
alors

de = de' = Cdt

avec Cy le tenseur de vitesse de fluage.

| de = Ny(u)do + Cdt |

INSA
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comportements élémentaires des matériaux solides

L visco-élasto-plasticité

déformations réversibles plus irréversibles

de'®v: = dge’laslique
dairrew — dsvisco—plastique

soit
de = d&® + de"?

qui s’écrit sous forme tres générale :

JiJe]

= H R —
de (o)do + da py

avec g = 0 un potentiel visco-plastique
remarque : H est constant en élasticité linéaire et non constant en élasticité non
linéaire.

INSA:-
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quelques éléments sur le comportement des sols

L compressibilité

compressibilité isotrope

o m—————

—_—
Ko}

In(p")
ml=- Ae en charge vierge isotrope
A (In(p))
[ Ae en décharge recharge
K=
~A(in(p)

. 14+e .
exercice : montrer que K' = %p’ en charge vierge.
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quelques éléments sur le comportement des sols

L compressibilité

compressibilité cedométrique

e
o
y
g3 =0
Ae . -
m C, = ———  en charge vierge cedométrique
A (log(c))
Ae ,
m C, = ——— en décharge recharge
A (log(or))
23(1+¢)

exercice : montrer que E; = o’} en charge vierge.

Ce
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quelques éléments sur le comportement des sols

L compressibilité

consolidation

état initial conso primaire conso secondaire
si grains compressibles

Quelques rappels trés succincts sur la consolidation. Vous étes fortement invités
a revoir votre cours de 3GCU, ou des cours élémentaires de mécaniques de sols.

m consolidation primaire : c’est le tassement d’un sol d au drainage de 'eau
sous l'effet du gradient de pression interstitielle du fait d’'une construction.
Ingrédients pour résoudre un probleme de consolidation primaire :

m modele élasto-plastique pour le sol
m loi de Darcy "non stationnaire" (H = H(t))

m consolidation secondaire : c’est la déformation di squelette granulaire
(argileux) au cours du temps sous charge constante.
ingrédients : loi visqueuse pour le sol




comportement des géomatériaux
[

quelques éléments sur le comportement des sols

L résistance au cisaillement

triaxiaux drainés sur sable

o) = cte

influence de g influence de o3

oy — 03

: —— lache
I medium
1 1 q
! I — ense — o3 moyen
+ t ——— 03 faible
I | &1
1 1
e | " &
| 1
| 1

les pentes permettent

de calculer ¢ a la rupture [= Py —y—y LT INSA‘

&1 €1
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quelques éléments sur le comportement des sols

L résistance au cisaillement

triaxiaux consolidés non

chemin de sollicitation :

drainés sur sable

£ >0 |
Erx = &3

Jie=61+25=0

q /
/ lache
© S
S / dense
N u J
[©) «—/|3
S 1
/
/
e J I
4 - >
liquéfaction |_ 73 P
statique I # limite plasticité

exercice : donner qualitativement le chemin de réponse dans les plans : (q — &1)

et (U—81).
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quelques éléments sur le comportement des sols

L résistance au cisaillement

triaxiaux non consolidés non drainés sur argiles

® matériau eau + sol saturé sans mouvement relatif des deux phases
m = incompressible

m = critere de plasticité insensible a p = J;+/3, ie un cylindre de courbe
directrice quelconque d’axe la trisectrice

m=¢,=0etC, = Cy(w)

/A\on raisonne en contraintes totales. A n’utiliser que pour le comportement a
court terme des ouvrages. INSI-“ .
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quelques éléments sur le comportement des sols

résistance au cisaillement
triaxiaux consolidés drainés sur argile |

argile N.C. argile S.C.
?

—_

oy — 03

e i
(&0)? N e
(&) f=—==—==rr—————— =~ €c
(e0)? '

I
(ec)b \_— €o
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quelques éléments sur le comportement des sols

L résistance au cisaillement

triaxiaux consolidés drainés sur argile Il

concept d'état critique

Lindice des vides critique correspond a I'état ou le sol se déforme de maniere
isochore sous une contrainte de cisaillement constante en condition drainée. En
toute rigueur, I'état critique est atteint lorsque de plus I'anisotropie du matériaux
n’évolue plus. Néanmoins ce dernier point est souvent omis par les auteurs

récents.
e q
AN courbe de consolidation
\ylerge isotrope C.
N B
N
. AN
diagramme N Z
critique
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quelques éléments sur le comportement des sols

L résistance au cisaillement

triaxiaux consolidés non drainés sur argile

qas de liquéfaction statique q rupture

’ g ’ ’ s \b ’ s \a
cohésion nulle T3 P T3 p (05)° Phiigue  (3,) 4

(e
exercice : donner qualitativement le chemin de réponse dans les plans : (g — &1)
et (U—&1).
question : pourquoi les courbes convergent-elles sur le coude de
Mohr-Coulomb ?
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