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1 exercice introductif

Notation : on notera les composantes d’un vecteur ‘7, (VX ; VY) dans la base globale et (V*; V) dans
une base locale.

1.1 équilibre des noeuds sur la structure globale

L’équilibre du noeud 1 s’écrit de la maniére suivante :

F;(V—l +Rg—1 =0
FIYV—l +F}/—1 +Rg—1 =0
avec

Ff =k (U - U})

Les termes FX

vy €L F 1Yv-1 s’expriment a partir de la relation dans la base locale :

Fiy_ =k (U} - U3)

X . X
[F1yv—1] _ (C(.)S a —sin a') [ngVl}
Fro_4 sina  cosa | |Fy,_,

or

d’ou les relations :
FY, =k (Uf - Ug‘) cosa
Fly_y =k (U = U§)sina

de mémeona:
Uy cosa —sina\|[U} Uy cosa sina\|UY
Y| = : y| < y| = . Y
U1 sina@ Ccosa U1 U1 —sina cosa U1

N . X Y .
d’ou les expressions de Fj,,_, et Fp,_; -

{ Fy, =k (cos2 aU¥ + cosasinaU] - cos? aUS — cos asin aU?)

FY, =k (cosasin aUY +sin® aUY - cos sinaUY - sin’ aU3y)

En intégrant ces expression dans le premier systeme, on obtient les équations d’équilibre du noeud 1 dans
la bas globale. Puis on fait de méme pour les autres noeuds, ce qui permet d’aboutir a un systeme globale



sous la forme :

X x x x x x x x\|[U {( [F f ]
x x x x x x x x||Uf Fy
X X X X X X X X U§ FX
x x x x x x x x||UY| _|F)
x x x x x x x x||U5| |F3
x x x x x x x x||Uj Fy
X x x x x x x x||U f F ff
x x x x x x x xJW0J] [F}]
1.2 assemblage par éléments
La matrice élémentaire d’une barre s’écrit :
Ui
4
U, k

4

Figure 1 — Une barre en traction-compression

Dans sa base locale : L
k =k\|UT| _|ff
-k kJ|U; - /5 |

qui peut étre réécrite pour un probleme a 2 DDL :

k0 -k O\[UT [f}
o 0o o offo]|_|o
& 0 k of|lux|T|x
o o o olo] lo

Passage de la base locale a la base du probléme :

uX _[cosf —sinf)|u”
u'| " \sin@ cosf ||w

FiGure 2 — changement de base



Soit pour le probleme a 2 DDL :

cosd —sinf 0 0
P _|sinf cosé 0 0
Be=Bl =1 ¢ 0 cosf —sinf
0 0 sin@ cos@
etona:
KpUp = Fp
© P, piKpUp = Ppe_piFp
© Py piKpiPpi-psUpy = Fpy
avec

Ppipg =P E;—Bl
dans le cas d’une matrice de rotation on a :
Ppipg = Py, g
d’ou
Kg, = PKpP'
1.3 Assemblage

On peut écrire chaque Matrice élémentaire dans le systeme globale et ajouter la contribution de chaque
éléments : Exemple pour 1’élément 1 :

0 k 0 -k 0 0 0 O\[UX [F
o 0 0 0 00 o0 ollur| |Fr
0 -k 0 kK 0 0 0 ollu¥| |F¥
o 0 0 0 00 o olluf |FY
0O 0 0 0 00 0 ollU¥|”|FX
o 0 0 0 00 o ollurf |F
0o 0 0 0 00 0 ollux| |F¥
o 0 0 0 00 o olul I|F

puis :
Kior = Kr + Kip + Kjjp + Ky + Ky

1.4 prise en compte des conditions limites

Xim
F=F-K(1:81)-U""

et suppression des lignes et colonnes ou U est connu :
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puis résolution de :

enfin on injecte U, dans U,,, et on calcul
KiotUtor

pour connaitre toutes les réaction nodales.

2 tenseurs

2.1 contrainte de Cauchy
L’équilibre s’écrit :
o (x +dx)dxy + 021 (X2 + dxp)dxy — o (x)dxy — o21(x2)dxy = 0

or le DL a I’ordre 1 donne :
do

d
Oxx

o(x+dx) = o(x)+
d’ou le résultat. Pour les moments on a :
oo1(x1 +dx))dxadx; |2 — o 12(x + dxp)dxdxy /2 + 021 (x1)dx2dx) [2 — 07 12(x2)dx1dx2 /2 = 0
soit apres simplification et DL a I’ordre 1

P o
2091 (x1) = 20 12(x0) + 22 dxy - L 24x, = 0
8x1 6X2

en négligeant le terme du premier ordre on obtient le résultat.

o

@ ¥

=L

A N b

T :
/l N
Ty
en déduire I’éxistance d’un opérateur sous forme de matrice noté ¢ tel que 5= o
. AL s 2z = = 2 . /7 - Ay 2

Soit a la largeur du c6té du carré, et 73, T4 et X les efforts par unité de surface. Le c6té (4) vaut a - tan 6
’ < V1 +tan2g = <4 >4 .
et ’hypoténuse vaut a V1 + tan” 6 = . L’équilibre donne :

2 a

>

— o11a€] — 02065 — opatan e — oxpatanfés = 0
cos 6
soit apres réarrangement et simplification :

2 . .
Y =(011¢c080+ 02sinf) el + (012 cos @ + o, sinb) €3

o [(711 0'12} {cos 9}
2= .
012 022 sin @

écriture matricielle :



2.2 tenseur des déformations

On peut expliciter la fonction 5 en 2d pour faire apparaitre explicitement le gradient V d’une fonction
vectorielle :

3

¢1(x1, x2) = $1(x9, x9) + o e (1], x9) - (xl ) il T (1, x9) - (xz - xz) + o(f—

P71 hrr ) = 62030, 39) + %(X,,xg) A= a9) + g‘;’z (2,29 (2 = 9) + 0 (¥~

3

soit en écriture condensée :

d’ou I’écriture matricielle du gradient Vé -

1 o0
il il
6X1 axz
3 matrice de passage
3.1 vecteur
; 0X0 + Yo)o
B= X])C] + Yly]

de plus :

-

X| = cos Ox + sin 6y,
Y1 = —sin 6%y + cos 6y

En substituant ces 2 dernieres expressions dans celles de la base B; on obtient une 2¢ expression de @
dans By :
= (X;cosO—Y;sinf) X + (X, sin@ + Y| cos 0) ¥,

Xo| _[cos6 —sinf||X;
Yo |sin@ cosO |]|Y;

on a I’application linéaire suivante :

soit sous forme matricielle :

3.2 matrice

Fo = KoXo

et les matrices de passage suivantes :

Xo=PX et Fy=QF,
= QF] =KOPX1
& F, = 07'KyPX;

et
= Q0 'KyP



4 invariants

41 [

OH = (OMii)ii = %tr (o) e

c’est la contrainte moyenne normale a chaque facette.

4.2 J,
HM = OM - OH
0'1—11/3
HMZ 0'2—[1/3 =Sl‘
0'3—11/3
] = 55
43 J;

4.3.1 matrice de projection

Soit IT le sous espace sur lequel on projette, 7 le vecteur unitaire indiquant la direction dans laquelle
on projette, ¥ le vecteur a projeter, et v,, le vecteur projeté.

=
<

FiGure 3 — croquis projection

Le vecteur v, s’écrit donc :



De 1a on tire la matrice de projection.
Remarque : propriété fondamentale d’une projection : Po P = P.
Dans le cas particulier ou :

1

V3

R 1

n=|—

V3

1

V3

, On trouve :

| 2 -1 -1
P:§—1 2 -1
-1 -1 2

rappel sur le produit tensoriel ® :
(@ - V) W se développe en 2d comme suit :

(Uxvy + Uy )Wy _ (W )vy + (Uywy)vy _ (s wyw| vy
(Uyvy + uyvy)wy (Uwy)vy + (ywy)vy, uywy  uyWwy| | vy

de 1a on voit que :

@)= (% V)= 5 a)v

et on note :

<4

WV =wev

4.3.2 Angle de Lode

Soit 1 le projeté de €1 dans le plan de Rendulic, On a :

| 2
m = Pel = = |-1
31
et 717, le projeté normé :
.12
Tin = —=|—
Vo |

Donc :
"t HM = HH_MH cos 6
et
rHM 1 25,-8,-S8;
o

or par construction du tenseur déviatorique on a :

cosf =

S1+85,+853=0=251-5,-S53=35,



donc .
nTnHM_ 1 S

cosf = = —
] ~ 6 IR
enposant S =60+ 120°ety =60 +240°ona:
V6 Vo Vo6 V2

en utilisant :
cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b)

ona:

0053(8)+cos3(ﬁ)+cos3(7) = 0053(9)+% ( \/6 sin 6 — cos 9)3—é ( \/6 sin 6 + cos 9)3 =..= % (4 cos3(9) —3cos 9)

or la linéarisation de cos’ x donne :
cos(3x) = 4cos® x — 3cos x

d’ou 3
cos3(6) + cos3(ﬂ) + cos3(y) = I cos(36)

d’autre part,

27
cos(0) + cos* (B) + cos*(y) = ————= (S} + 53 +83) = —

d’ou le résultat attendu !

5 élasticité linéaire
5.1 isotrope

lien entre E, v, K, G, A et u.
Rappel, loi de Hook :
1+v %
&ij = —p i~ Eo'kkfsij
Relation inverse :

Oij = 2,[18,'j + /18kk6ij
5.1.1 lien avec les modules de compressibilité et cisaillement

1+v 3v
Okk — 3= 0kk
E

Ekk =

d’ou

co E
T 3(1-2v)




module de cisaillement : on peut faire le lien entre ||S;;l| et |le;;l| les normes des tenseurs déviatorique
des contraintes et déformations. Sinon on peut directement postuler un tenseur de contrainte purement
déviatorique (o = 0) et il vient directement (avec y;; = 2¢;;) :

_E
T 2(1+v)

avec les coeflicients de Lamé :
Ok = 2ugy + 3de

d’ou
2
K=41+>
3H
et de maniere directe on a :
G=u
5.1.2 lien paramétres de Hook vs Lamé
Avec le module de compressibilité on a :
2
A=K--G
3
d’ou
Ev

A= T -

et avec le module de cisaillement on a :

E
=50+




