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Basic concepts of CM

1. Stress tensor
Stress state around a point:
Given a domain (D) occupied by a solid body

dF is the resultant of the elementary loads applying on the surface (S)
T(M,n) is defined as the stress vector and is given by
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Basic concepts of CM

1. Stress Tensor

The magnitude of force acting on the part A at point M
is equal and is acting in the opposite direction at point
M belonging to the part B.
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• Calculs pour développer des lois de matériaux
• Enrichissement des éléments

The stress vector T(M,n) can be projected on the axis
oriented toward the external normal n and on the
tangential axis t.

s is the normal stress
t is the shear stress vector

Basic concepts of CM
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Basic concepts of CM

Around point M

1. Stress tensor

On:

orthonormal basis
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Basic concepts of CM

Multiplying by e1:

Same for e2 and e3: and

1. Stress tensor
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Basic concepts of CM

Equilibrium of the tetraedra leads to

In a condensed form

Or its tensorial expression

1. Stress tensor
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Basic concepts of CM

In the same way for axes 1 and 3 so the stress tensor can be defined as

9 components

1. Stress tensor
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Basic concepts of CM

2. Equilibrium of a small volume  

f : a force per unit of volume
The equilibrium a this small volume under the force f and the contact forces 
applied by the other part of the body
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Basic concepts of CM

2. Equilibrium of a small volume  
Projection on e1 direction

Which can be rewritten as

or
On e2 and e3 directions
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• Construction du système à résoudre
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Basic concepts of CM

2. Equilibrium of a small volume  
The set of equations can be rewritten as

Or 
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Basic concepts of CM

3. Principal stresses
We can find cut surfaces oriented in such a way that the shear 
stress t vanishes. These directions are called principal directions.
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Basic concepts of CM

3. Principal stresses
From a mathematical point of view, these principal directions 
can be found be solving the following set of equations

A non trivial solution exist in (e1, e2, e3) space only if

det 𝜎 − 𝐼 . 𝑋 = 0

Solutions for the polynomial of 3rd degree exist in s
(s1, s2, s3 or s1 = s2, s3 or s1  = s2  = s3 )

𝜎 − 𝐼 . 𝑋 = 0𝜎. 𝑋 = 𝜎𝑋 so
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Basic concepts of CM

3. Principal stresses
In the principal direction space (X1, X2, X3), the stress tensor is a 
diagonal matrix

Solving  det 𝜎 − 𝐼 . 𝑋 = 0 leads to
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Basic concepts of CM

3. Principal stresses
Where I1, I2 and I3 are the invariants of the stress tensor
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Basic concepts of CM

3. Principal stresses
In the principal space (M; X1, X 2 , X 3 ) , the components of the
stress vector acting on the surface with n vector are

where n1, n2 and n3 are the component of the unity vector n
given by
Finally, one obtain

Lame ellipsoid
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Basic concepts of CM

4. Strain tensor (roughly introduced)

During loading, a solid particle in point M0 with initial coordinates X in 
moving and occupying a new position in point M with coordinates x.
The displacement vector of point M0( X ) is given by

M0

M

O
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• Construction du système à résoudre
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Basic concepts of CM

4. Strain tensor  

The solid is deformed under loading and points M0 and N0 are moving 
to M et N respectively
The unit increase (or decrease) in size is given by

M0

N0
n M .N .

O
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Basic concepts of CM

4. Strain tensor  

The displacement of a particle occupying the position from M0 at time 
t0 to M at time t is given by

M0

M .
O

or where u is the displacement 
vector between t0 and t.
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Basic concepts of CM

4. Strain tensor  
The displacement of a small vector dX instead of vector X
Therefore, we can write

The displacement vector du which dependant on X , is given by

Or by 
Where F is called the gradiant of the transformation

and I is the unit matrix
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Basic concepts of CM

4. Strain tensor 
The gradient of the displacement vector can be decomposed in a 
symmetric and screw symmetric parts (small perturbations)
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P0

Q0

Q

P

Basic concepts of CM

4. Strain tensor  

For rigid bodies: so
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Basic concepts of CM

4. Strain tensor  
Form small perturbations

Similarly to principal stress components, we can obtain principal
strain components
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ELASTICITY

1. Linear elasticity

2. Nonlinear elasticity
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Linear elasticity

• Features
– In the elastic domain, a material recover its initial 

state, after being loaded and deformed, when the 
external loading is stopped.

– The stress state is only depend on the strain state 
(and vice versa)
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Linear elasticity

Free energy and constitutive relations
The free energy per unit volume is defined as Ψ(ε),
where ε is the (macroscopic) strain .
Ψ(ε) depends only on the strain state and is called the
strain energy. This holds for non dissipative materials
From Ψ(ε) we calculate the stress σ from the
constitutive equations:
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• Calculs pour développer des lois de matériaux
• Enrichissement des éléments

Linear elasticity

1D case (Hooke’s law)
The simplest choice of the energy that provide the 
constitutive behaviour is

From which we obtain the stress
εe
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Linear elasticity

• Isotropic linear elasticity (3D)
E11 = E22 = E33 = E
νij = ν
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Linear elasticity

• Isotropic linear elasticity
Inverted the previous equation leads to

G, the shear modulus is expressed by G = E/2(1 + ν).
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Linear elasticity

• Uniaxial Stress Condition

Rebar under uniaxial stress condition

In a uniaxial stress condition we have:
σ11 ≠ 0
and
σ22 = σ33 = τ12 = τ13 = τ23 = 0
which implies that the previous 
relation becomes
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• Méthodes de résolution

2 Utilisation de Matlab pour la MEF
• Programmation d’un code élément fini à l’aide de Matlab
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So finally or  

The axial stress causes the steel rebar to extend in the axial
direction, the rebar becomes slimmer (negative ε33), due to
Poisson’s effect.

and
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Plane Strain Condition
Structures that are very long in one dimension while 
having a uniform cross section with finite dimensions

Soil embankment in plane strain conditions
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Plane Strain Condition
The strains along the z-axis are assumed to be nil :
ε33 = ε13 = ε23 = 0
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By inverting
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• Calculs pour développer des lois de matériaux
• Enrichissement des éléments

Linear elasticity

Plane Stress Condition

In the plane stress condition the 
stresses in the z-direction are 
assumed negligible
σ33 = τ13 = τ23 = 0
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or
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• Construction du système à résoudre
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Plane Stress Condition

Inverting we obtain
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To summarize 
Plane Strain Condition

Plane Stress Condition
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•• Constants
– Young modulus E and Poisson’s coefficient
– Or shear modulus G and the isotropic bulk 

modulus K
– Or Lamé coefficients 

• Limitation
– Does not consider the loading path and the 

history of loading
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• Features
– If the model is derived from a potential: hyperelasticity
– If it does not derived from a thermodynamic  potentiel

: hypoelasticity
– Stress increment depends not only from the strain’s 

increment but also from the actual stress

• Constitutive relation

and

and
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• Position du problème
• Discrétisation (nombre fini d’éléments et d’inconnues)
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• Features
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the free energy (Wij) or the complementary 
energy density function (Ωij) such as W + Ω = sijeij
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Houlsby model
The elastic strain energy φ is written as a function of volumetric 
strain and shear strain: φ = φ (εv, εs)

𝑝 =
𝜕𝜑
𝜕𝜀/

, 𝑞 =
𝜕𝜑
𝜕𝜀2

The incremental stiffness matrix can be expressed as:

𝑑𝑝
𝑑𝑞 = 𝐾 𝐽

𝐽 3𝐺
𝑑𝜀/
𝑑𝜀2

𝐾 = 89
8:;

= 8<=
8:;<

, 3𝐺 = 8>
8:?

= 8<=
8:?<

, 𝐽 = 89
8:?

= 8>
8:;

= 8<=
8:?8:;
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Houlsby model
According to Houlsby [15] and Einav [16], though 𝜑 is an

isotropic function of strains, the soil behaves incrementally like
anisotropic way when the value of off-diagonal terms 𝐽 is non-
zero, in which situation the stress-induced anisotropy shows up.
The free energy expression could be written as:

𝜑 = 𝑝@
A
B
𝜀/B +

DE
B
𝜀2B

with 
𝑘 : bulk stiffness factor, 𝑔 shear stiffness factor (dimensionless 
constants for linear elasticity) 
𝑝@ for the reference stress.
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Houlsby model
For non-linear elasticity, the proposed hyperelastic potential can be 

written as:

𝜑 = H@
A(BJK)

𝑘 M 𝑣O M (1 − 𝑛)
<RS
TRS

with triaxial formulation:

𝑣OB = 𝜀/∗
B + DEM:?<

A(VJK)

𝜀/∗ = 𝜀/ +
V

A(VJK)
while with general stress formulation:

𝑣OB = 𝜀WW +
V

A VJK
𝜀XX +

V
A VJK

+
BEMYZ[YZ[
A(VJK)

𝑛 stands for pressure exponent, and has a significant influence on the effect
of induced anisotropy within the range between zero and one.
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Houlsby model
As a result, the formulas of bulk modulus, shear modulus and off-diagonal 

terms in stiffness matrix are expressed as follows.

𝐾 = 𝑝@ 𝑘 1 − 𝑛
T

TRS M \

]

K
VJK

M 𝜀/ +
V

A VJK

B
M 𝜀/ +

V
A VJK

B
+ DE:?<

A VJK

^SR<
<R<S

+

𝜀/ +
V

A VJK

B
+ DE:?<

A VJK

S
<R<S

3𝐺 = 𝑝@ 𝑘 1 − 𝑛
S

TRS M 3𝑔 M \

]

KMDEM:?<

A VJK < M 𝜀/ +
V

A VJK

B
+ DE:?<

A VJK

^SR<
<R<S

+

𝜀/ +
V

A VJK

B
+ DE:?<

A VJK

S
<R<S

𝐽 = 𝑝@ 𝑘 1 − 𝑛
S

TRS M DEMKM:?
VJK

M 𝜀/ +
V

A VJK
M 𝜀/ +

V
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B
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A(VJK)

^SR<
<R<S
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Hypoelastic models
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Nonlinear hypoelasticity

• features
– Does not derive from a thermodynamic potential
– Stress increment depends not only from the

strain’s increment but also from the actual stress

• Équations

and

and
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• Assemblage de la matrice de raideur et du vecteur force
• Programmation d’un élément

3 Applications sur des structures plus complexes
• Plateforme ATL4S
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Nonlinear hypoelasticity
loading

Unloading - reloading

loading

Unloading - reloading
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Perfect plasticity

Assumption 
The material is considered as dry or saturated. In the latter 
case, the effective stress is defined by the Terzaghi’s relation.

s’ij = (s ij – u) where u is the pore water pressure.

In Soil Mechanics, constitutive models are written for 
effective stresses.
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Perfect plasticity

Thermodynamic basis — Yield criterion
The frictional-plastic slider is inactive as long as |σ| < σy, 
where σy is the yield stress.

(L: loading ,   U: unloading)

Prototype model for 
elastic-(perfectly)-plastic material

Stress-strain relationship.
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Perfect plasticity

As the single internal variable, we take the
plastic strain εp, and the expression for the free
energy is chosen as

where εe = ε−εp is the elastic strain of the
Hookean spring with modulus of elasticity E.
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Perfect plasticity

We then obtain the constitutive equation for the stress as

and for the dissipative stress, that is conjugated to εp, as

The yield criterion is Φ = 0, where F is chosen as
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Perfect plasticity

Remark:
Since the magnitude of stress can never exceed
the yield stress (in this simple prototype model),
it follows that the admissible stress range is
defined as those stresses for which Φ ≤ 0.
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Perfect plasticity

Plastic flow rule
It is assumed that no plastic strain will be produced
when Φ < 0, i.e. when |σ| < σy.
The material response is then elastic and |σ| < σy thus
defines the elastic stress range.
However, when Φ = 0 plastic strain may be produced. 
The constitutive rate equation for εp is then postulated
as the associative flow rule
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where the plastic (Lagrangian) multiplier λ is a non-negative
scalar variable. Combining with Hooke’s law expressed, the
differential equation for the stress is obtained

The problem formulation is complemented by the so-called
elastic-plastic loading criteria. It follows that the general format
of the loading criteria is
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• Méthodes de résolution

2 Utilisation de Matlab pour la MEF
• Programmation d’un code élément fini à l’aide de Matlab
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Perfect plasticity

Elastic-plastic tangent stiffness relation
Considering the plastic state defined by Φ (σ) = 0,       > 0 is not 
admissible, due to the constraint  Φ = 0, the plastic multiplier λ
is determined from the consistency condition         ≤ 0:

Inserting the differential equation for the stress (σ˙) into this 
inequality leads to 

(rate of changing 
of the yield criterion)
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• Assemblage de la matrice de raideur et du vecteur force
• Programmation d’un élément

3 Applications sur des structures plus complexes
• Plateforme ATL4S
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Perfect plasticity

• Plastic loading (L) is defined by the situation λ > 0
and     = 0, in which case we may solve the 
previous inequality for λ to obtain

this is a valid solution only when (σ/|σ|) ε˙ > 0, which is
the appropriate loading criterion, that must be satisfied
in order for plastic strain to evolve.
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• Plastic unloading (U) is defined by the situation λ = 0
and ≤ 0, obtained when (σ/|σ|) ε˙ ≤ 0, which is
the appropriate loading criterion, that must be
satisfied in order for plastic strain to evolve.

As                               , it follows that the rate equation for the
internal variable εp in terms of the control variable ε is expressed as

Which in turns leads to tangent stiffness relation
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Perfect plasticity

When the yield criterion is satisfied, i.e. when
|σ| = σy, two different situations are possible:
• The first situation is characterized by ε˙ and σ having the

same sign, which gives plastic loading (L). The solution is then
ε˙p = ε˙ and σ˙ = 0, which can be expected for perfectly plastic
behavior (as shown in stress-strain curve) for which the
tangent stiffness is zero.

• Remark : 
the internal work sijeij = 0 (unstable state)
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Perfect plasticity

When the yield criterion is satisfied, i.e. when
|σ| = σy, two different situations are possible:
• The second situation is characterized by ε˙ and σ having

opposite signs, which gives elastic unloading (U). The solution
is then defined by ε˙p = 0 and σ˙ = Eε˙, which corresponds to 
elastic response

• Remark 
the internal work sijeij > 0 (stable state)

daouadji
Texte tapé à la machine
e
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• Construction du système à résoudre
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Perfect plasticity

Yield surface for a elastic-perfectly plastic material
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• Calculs pour développer des lois de matériaux
• Enrichissement des éléments
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• Remark
The expressions introduced for the free energy Ψ and 
the yield surface Φ are not the only possible ones. For 
example, we may introduce two internal variables (εp

and k) and set

The stress σ is still defined by
While the conjugated variables σp and κ (that are the 
energy conjugate variables to εp and κ) are

New term

σy replaced by κ

Same model 
with more complexity
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PLASTICITY IN SOIL MECHANICS

1. Nonlinear plasticity
2. Isotropic hardening
3. Single yield surface plasticity
4. Yield surface / bounding surface
5. Multiple yield surfaces
6. Cyclic behaviour
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• Construction du système à résoudre
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.

Sample preparation

s1 = s3 + F/S

u
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• Calculs pour développer des lois de matériaux
• Enrichissement des éléments

Nonlinear plasticity

1. Nonlinar plasticity
1.1 Free energy and constitutive relations
The free energy per unit volume of a dissipative material
is defined as Ψ(ε, kα), where ε is the (macroscopic) strain,
whereas kα constitute a finite set of, say N, internal
variables that represent irreversible microstructural
processes in the material. A typical example (that we shall
consider later in more detail) is the plastic deformation
that is caused by the relative displacement of grains.
From Ψ(ε, kα) we may calculate the stress σ and the
socalled dissipative stresses κα (that are energy-
conjugated to kα) from the constitutive equations:
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Nonlinear plasticity

Rheological model stress – strain relationship

Thermodynamic basis — Yield criterion

The frictional-plastic slider is now increasing its resistance due to the amount
of slip developed. More specifically, the excess stress over the initial yield
stress is due to the “hardening spring” with stiffness H that is related to the
plastic strain. Upon unloading and reloading, the slider will thus become
inactive until the stress has resumed the previous level during loading, i.e. as
long as |σ| < σy + H |e p|, where H > 0 is the (constant) hardening modulus.

This behaviour is typical for hardening plasticity.

hardening spring
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2. Isotropic hardening
Apart from ep, we now introduce the (isotropic)
hardening variable k, such that the free energy density
is expressed as

and the stress s

𝛹 𝜀, 𝑘 =
1
2𝐸 𝜀 − 𝜀9 B +

1
2H𝑘

B

𝜎 =
𝜕𝛹 𝜀, 𝑘
𝜕𝜀 = 𝐸 𝜀 − 𝜀9

𝜎9 = −
𝜕𝛹 𝜀, 𝑘
𝜕𝜀9 ≡ 𝜎
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Isotropic hardening

whereas the dissipative stress 𝘒, associated with k, is

𝜅 = −
𝜕𝛹 𝜀, 𝑘
𝜕k = −𝐻𝑘

The yield function is now defined as

Φ 𝜎, 𝜅 = 𝜎 − 𝜎h − 𝜅
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Inelastic deformation can be produced when F = 0. The associative 
flow and hardening rules are then defined as

with

Plastic flow rule

Isotropic hardening
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The pair (e˙p, k˙) can be perceived as the outward pointing
normal from the cone defined by Φ 𝜎, 𝜅 = 0

(a) Associative flow rule for perfect plasticity, (b) Associative flow and
hardening rules for hardening plasticity.

Isotropic hardening
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As then �̇� = −𝐻�̇�

and

𝜅 = −
𝜕𝛹 𝜀, 𝑘
𝜕k = −𝐻𝑘

so �̇� = −𝐻𝜆 (rate of evolution of    ) 𝜅

Isotropic hardening
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• Calculs pour développer des lois de matériaux
• Enrichissement des éléments

Single yield surface plasticity
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Elastoplasticity

In the stress space the elastic domain is limited by a
surface called the yield surface determined by the
equation f(s) = 0. Inside this domain (f(s)<0) the
behaviour is purely elastic. When the stress state reaches
the limit of this domain and when the stress increment is
oriented towards the outside of the domain, plastic strains
start to develop

The basic principle of elastoplasticity is that strains are 
decomposed into an elastic part ee and a plastic part ep

e = ee + ep
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Non-linear behaviour

de = dee + dep

yield stress

elastic behaviour plastic behaviour
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Yield surface

Inside the yield surface : elastic behaviour

On the yield surface : plastic behaviour
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• A↵ectation des ddl sur les nœuds des éléments
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Examples of yield surfaces

Von Mises criterion

Tresca Criterion

(s1 –s3) = k’     with s1>s2>s3

or

or

Pressure-independent  behaviour
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Examples of yield surfaces

The Von Mises yield surface is a circular cylinder with axis along the space diagonal
The Tresca yield surface is a similar hexagonal cylinder
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Examples of yield surfaces

f (s) = (s’1 – s’3) – sinf (s’1 + s’3) – 2c cosf = 0

Drucker-Prager criterion

Mohr-Coulomb criterion

a = 0 Von Mises criterion

f = 0 Tresca criterion

Pressure-dependent  behaviour
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Examples of yield surfaces

Extension of Von Mises and Tresca criteria for pressure-dependent materials



1 Principe de la méthode des éléments finis
• Position du problème
• Discrétisation (nombre fini d’éléments et d’inconnues)
• Construction du système à résoudre
• Méthodes de résolution

2 Utilisation de Matlab pour la MEF
• Programmation d’un code élément fini à l’aide de Matlab
• A↵ectation des ddl sur les nœuds des éléments
• Assemblage de la matrice de raideur et du vecteur force
• Programmation d’un élément

3 Applications sur des structures plus complexes
• Plateforme ATL4S
• Calculs pour développer des lois de matériaux
• Enrichissement des éléments

Examples of yield surfaces

Drucker-Prager

Mohr-Coulomb

Representation in the octaedral plane



1 Principe de la méthode des éléments finis
• Position du problème
• Discrétisation (nombre fini d’éléments et d’inconnues)
• Construction du système à résoudre
• Méthodes de résolution

2 Utilisation de Matlab pour la MEF
• Programmation d’un code élément fini à l’aide de Matlab
• A↵ectation des ddl sur les nœuds des éléments
• Assemblage de la matrice de raideur et du vecteur force
• Programmation d’un élément

3 Applications sur des structures plus complexes
• Plateforme ATL4S
• Calculs pour développer des lois de matériaux
• Enrichissement des éléments
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(MCC model)

3D Loading

compression

extension



1 Principe de la méthode des éléments finis
• Position du problème
• Discrétisation (nombre fini d’éléments et d’inconnues)
• Construction du système à résoudre
• Méthodes de résolution

2 Utilisation de Matlab pour la MEF
• Programmation d’un code élément fini à l’aide de Matlab
• A↵ectation des ddl sur les nœuds des éléments
• Assemblage de la matrice de raideur et du vecteur force
• Programmation d’un élément

3 Applications sur des structures plus complexes
• Plateforme ATL4S
• Calculs pour développer des lois de matériaux
• Enrichissement des éléments

deij
p = l df/dsij

Elastoplasticity



1 Principe de la méthode des éléments finis
• Position du problème
• Discrétisation (nombre fini d’éléments et d’inconnues)
• Construction du système à résoudre
• Méthodes de résolution

2 Utilisation de Matlab pour la MEF
• Programmation d’un code élément fini à l’aide de Matlab
• A↵ectation des ddl sur les nœuds des éléments
• Assemblage de la matrice de raideur et du vecteur force
• Programmation d’un élément

3 Applications sur des structures plus complexes
• Plateforme ATL4S
• Calculs pour développer des lois de matériaux
• Enrichissement des éléments

Yield surface and plastic strain increments

f(s) = 0



1 Principe de la méthode des éléments finis
• Position du problème
• Discrétisation (nombre fini d’éléments et d’inconnues)
• Construction du système à résoudre
• Méthodes de résolution

2 Utilisation de Matlab pour la MEF
• Programmation d’un code élément fini à l’aide de Matlab
• A↵ectation des ddl sur les nœuds des éléments
• Assemblage de la matrice de raideur et du vecteur force
• Programmation d’un élément

3 Applications sur des structures plus complexes
• Plateforme ATL4S
• Calculs pour développer des lois de matériaux
• Enrichissement des éléments

Plastic potential

dep = ldf/ds dep = ldg/ds



1 Principe de la méthode des éléments finis
• Position du problème
• Discrétisation (nombre fini d’éléments et d’inconnues)
• Construction du système à résoudre
• Méthodes de résolution

2 Utilisation de Matlab pour la MEF
• Programmation d’un code élément fini à l’aide de Matlab
• A↵ectation des ddl sur les nœuds des éléments
• Assemblage de la matrice de raideur et du vecteur force
• Programmation d’un élément

3 Applications sur des structures plus complexes
• Plateforme ATL4S
• Calculs pour développer des lois de matériaux
• Enrichissement des éléments

Elastic perfectly plastic model



1 Principe de la méthode des éléments finis
• Position du problème
• Discrétisation (nombre fini d’éléments et d’inconnues)
• Construction du système à résoudre
• Méthodes de résolution

2 Utilisation de Matlab pour la MEF
• Programmation d’un code élément fini à l’aide de Matlab
• A↵ectation des ddl sur les nœuds des éléments
• Assemblage de la matrice de raideur et du vecteur force
• Programmation d’un élément

3 Applications sur des structures plus complexes
• Plateforme ATL4S
• Calculs pour développer des lois de matériaux
• Enrichissement des éléments

f (s) = (s’1 – s’3) – sinf (s’1 + s’3) – 2c cosf = 0

The Mohr-Coulomb Model 



1 Principe de la méthode des éléments finis
• Position du problème
• Discrétisation (nombre fini d’éléments et d’inconnues)
• Construction du système à résoudre
• Méthodes de résolution

2 Utilisation de Matlab pour la MEF
• Programmation d’un code élément fini à l’aide de Matlab
• A↵ectation des ddl sur les nœuds des éléments
• Assemblage de la matrice de raideur et du vecteur force
• Programmation d’un élément

3 Applications sur des structures plus complexes
• Plateforme ATL4S
• Calculs pour développer des lois de matériaux
• Enrichissement des éléments

The Mohr-Coulomb Model 

Associated flow rule

dep = ldf/ds

dep
1 = ldf/ds1 = l(1- sinf)

dep
3 = ldf/ds3 = -l(1 + sinf)

dep
v = dep

1 + dep
3  = -2lsinf dilative behaviour

f (s) = (s’1 – s’3) – sinf (s’1 + s’3) – 2c cosf = 0



1 Principe de la méthode des éléments finis
• Position du problème
• Discrétisation (nombre fini d’éléments et d’inconnues)
• Construction du système à résoudre
• Méthodes de résolution

2 Utilisation de Matlab pour la MEF
• Programmation d’un code élément fini à l’aide de Matlab
• A↵ectation des ddl sur les nœuds des éléments
• Assemblage de la matrice de raideur et du vecteur force
• Programmation d’un élément

3 Applications sur des structures plus complexes
• Plateforme ATL4S
• Calculs pour développer des lois de matériaux
• Enrichissement des éléments
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1 Principe de la méthode des éléments finis
• Position du problème
• Discrétisation (nombre fini d’éléments et d’inconnues)
• Construction du système à résoudre
• Méthodes de résolution

2 Utilisation de Matlab pour la MEF
• Programmation d’un code élément fini à l’aide de Matlab
• A↵ectation des ddl sur les nœuds des éléments
• Assemblage de la matrice de raideur et du vecteur force
• Programmation d’un élément

3 Applications sur des structures plus complexes
• Plateforme ATL4S
• Calculs pour développer des lois de matériaux
• Enrichissement des élémentsg (s) = (s’1 – s’3) – siny (s’1 + s’3)

Non-associated flow rule

The Mohr-Coulomb Model

dep = ldg/ds

However, for Mohr-Coulom type yield function, the theory of
associated plasticity overestimates dilatancy. Therefore, in
addition to the yield function, a plastic potential function g is
introduced. The case where g ≠ f is denoted as non-associated
plasticity. In general, the plastic strain rates are written as:



1 Principe de la méthode des éléments finis
• Position du problème
• Discrétisation (nombre fini d’éléments et d’inconnues)
• Construction du système à résoudre
• Méthodes de résolution

2 Utilisation de Matlab pour la MEF
• Programmation d’un code élément fini à l’aide de Matlab
• A↵ectation des ddl sur les nœuds des éléments
• Assemblage de la matrice de raideur et du vecteur force
• Programmation d’un élément

3 Applications sur des structures plus complexes
• Plateforme ATL4S
• Calculs pour développer des lois de matériaux
• Enrichissement des éléments
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1 Principe de la méthode des éléments finis
• Position du problème
• Discrétisation (nombre fini d’éléments et d’inconnues)
• Construction du système à résoudre
• Méthodes de résolution

2 Utilisation de Matlab pour la MEF
• Programmation d’un code élément fini à l’aide de Matlab
• A↵ectation des ddl sur les nœuds des éléments
• Assemblage de la matrice de raideur et du vecteur force
• Programmation d’un élément

3 Applications sur des structures plus complexes
• Plateforme ATL4S
• Calculs pour développer des lois de matériaux
• Enrichissement des éléments



1 Principe de la méthode des éléments finis
• Position du problème
• Discrétisation (nombre fini d’éléments et d’inconnues)
• Construction du système à résoudre
• Méthodes de résolution

2 Utilisation de Matlab pour la MEF
• Programmation d’un code élément fini à l’aide de Matlab
• A↵ectation des ddl sur les nœuds des éléments
• Assemblage de la matrice de raideur et du vecteur force
• Programmation d’un élément

3 Applications sur des structures plus complexes
• Plateforme ATL4S
• Calculs pour développer des lois de matériaux
• Enrichissement des éléments

Dense sand

Loose sand

Dense sand

E
E

1 – 2n

1 – 2n

-2 siny/(1- siny)

Y = 0



1 Principe de la méthode des éléments finis
• Position du problème
• Discrétisation (nombre fini d’éléments et d’inconnues)
• Construction du système à résoudre
• Méthodes de résolution

2 Utilisation de Matlab pour la MEF
• Programmation d’un code élément fini à l’aide de Matlab
• A↵ectation des ddl sur les nœuds des éléments
• Assemblage de la matrice de raideur et du vecteur force
• Programmation d’un élément

3 Applications sur des structures plus complexes
• Plateforme ATL4S
• Calculs pour développer des lois de matériaux
• Enrichissement des éléments

The Mohr-Coulomb model



1 Principe de la méthode des éléments finis
• Position du problème
• Discrétisation (nombre fini d’éléments et d’inconnues)
• Construction du système à résoudre
• Méthodes de résolution

2 Utilisation de Matlab pour la MEF
• Programmation d’un code élément fini à l’aide de Matlab
• A↵ectation des ddl sur les nœuds des éléments
• Assemblage de la matrice de raideur et du vecteur force
• Programmation d’un élément

3 Applications sur des structures plus complexes
• Plateforme ATL4S
• Calculs pour développer des lois de matériaux
• Enrichissement des éléments

« IMPROVED »  MOHR-COULOMB   MODEL
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1 Principe de la méthode des éléments finis
• Position du problème
• Discrétisation (nombre fini d’éléments et d’inconnues)
• Construction du système à résoudre
• Méthodes de résolution

2 Utilisation de Matlab pour la MEF
• Programmation d’un code élément fini à l’aide de Matlab
• A↵ectation des ddl sur les nœuds des éléments
• Assemblage de la matrice de raideur et du vecteur force
• Programmation d’un élément

3 Applications sur des structures plus complexes
• Plateforme ATL4S
• Calculs pour développer des lois de matériaux
• Enrichissement des éléments

Elastoplasticity

Hardening behaviour



1 Principe de la méthode des éléments finis
• Position du problème
• Discrétisation (nombre fini d’éléments et d’inconnues)
• Construction du système à résoudre
• Méthodes de résolution

2 Utilisation de Matlab pour la MEF
• Programmation d’un code élément fini à l’aide de Matlab
• A↵ectation des ddl sur les nœuds des éléments
• Assemblage de la matrice de raideur et du vecteur force
• Programmation d’un élément

3 Applications sur des structures plus complexes
• Plateforme ATL4S
• Calculs pour développer des lois de matériaux
• Enrichissement des éléments

Hardening behaviour : f(s,a) = 0

Different types of hardening law

a is the hardening variable



1 Principe de la méthode des éléments finis
• Position du problème
• Discrétisation (nombre fini d’éléments et d’inconnues)
• Construction du système à résoudre
• Méthodes de résolution

2 Utilisation de Matlab pour la MEF
• Programmation d’un code élément fini à l’aide de Matlab
• A↵ectation des ddl sur les nœuds des éléments
• Assemblage de la matrice de raideur et du vecteur force
• Programmation d’un élément

3 Applications sur des structures plus complexes
• Plateforme ATL4S
• Calculs pour développer des lois de matériaux
• Enrichissement des éléments

A hardening Mohr-Coulomb  model

D
ev

ia
to

r s
tre

ss
   

q

Mean effective stress  p'-C
p

Compression

Maximal
Shear Strength

Line

M
p

Initial Elastic Domain

M
c

Characteristic
State Line

r
d
 = 1

r
d
 = r

el

Extension

YIELD  SURFACE

( ) ( ) ( ) ( )pddp
p

p
d rC'pq

M
m

r,f e´+-´
q

=s

HARDENING  FUNCTION

( ) ( )
p
dve

el
p
d

el
p
dd a

r1rr
e+
-´e

+=e

( )
( ) úû

ù
êë

é q´
j

-q´
j-

=q sin
3
'sincos

'sin33
6mp

(Bardet  1990)       q = Lode ’s angle

ú
ú
û

ù

ê
ê
ë

é

+

´
=j

p

p

M6
M3

sinArc'

pp CM
'cos6
'sin3'c ´´
j´
j-

=

hardening



1 Principe de la méthode des éléments finis
• Position du problème
• Discrétisation (nombre fini d’éléments et d’inconnues)
• Construction du système à résoudre
• Méthodes de résolution

2 Utilisation de Matlab pour la MEF
• Programmation d’un code élément fini à l’aide de Matlab
• A↵ectation des ddl sur les nœuds des éléments
• Assemblage de la matrice de raideur et du vecteur force
• Programmation d’un élément

3 Applications sur des structures plus complexes
• Plateforme ATL4S
• Calculs pour développer des lois de matériaux
• Enrichissement des éléments

Characteristic state



1 Principe de la méthode des éléments finis
• Position du problème
• Discrétisation (nombre fini d’éléments et d’inconnues)
• Construction du système à résoudre
• Méthodes de résolution

2 Utilisation de Matlab pour la MEF
• Programmation d’un code élément fini à l’aide de Matlab
• A↵ectation des ddl sur les nœuds des éléments
• Assemblage de la matrice de raideur et du vecteur force
• Programmation d’un élément

3 Applications sur des structures plus complexes
• Plateforme ATL4S
• Calculs pour développer des lois de matériaux
• Enrichissement des éléments

A hardening Mohr-Coulomb  model

Non-associated flow rule
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1 Principe de la méthode des éléments finis
• Position du problème
• Discrétisation (nombre fini d’éléments et d’inconnues)
• Construction du système à résoudre
• Méthodes de résolution

2 Utilisation de Matlab pour la MEF
• Programmation d’un code élément fini à l’aide de Matlab
• A↵ectation des ddl sur les nœuds des éléments
• Assemblage de la matrice de raideur et du vecteur force
• Programmation d’un élément

3 Applications sur des structures plus complexes
• Plateforme ATL4S
• Calculs pour développer des lois de matériaux
• Enrichissement des éléments

A hardening Mohr-Coulomb  model

IDENTIFICATION  OF  THE  7  PARAMETERS

ß

LABORATORY  TRIAXIAL  TESTS

E  : Tangent  modulus Curve  q - e1effect  of  p ’

n : Poisson ’s ratio Curve ev - e1

Mp : Maximal  shear  line  slope (p ’, q)  diagram

Mc : Characteristic line  slope (p ’, q)  diagram

Mc » Mp for  grouted  sands

Cp : Cohesion (p ’, q) diagram

rel : Size  of  elastic  domain

ave :hardening  rate



1 Principe de la méthode des éléments finis
• Position du problème
• Discrétisation (nombre fini d’éléments et d’inconnues)
• Construction du système à résoudre
• Méthodes de résolution

2 Utilisation de Matlab pour la MEF
• Programmation d’un code élément fini à l’aide de Matlab
• A↵ectation des ddl sur les nœuds des éléments
• Assemblage de la matrice de raideur et du vecteur force
• Programmation d’un élément

3 Applications sur des structures plus complexes
• Plateforme ATL4S
• Calculs pour développer des lois de matériaux
• Enrichissement des éléments

A hardening Mohr-Coulomb model
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1 Principe de la méthode des éléments finis
• Position du problème
• Discrétisation (nombre fini d’éléments et d’inconnues)
• Construction du système à résoudre
• Méthodes de résolution

2 Utilisation de Matlab pour la MEF
• Programmation d’un code élément fini à l’aide de Matlab
• A↵ectation des ddl sur les nœuds des éléments
• Assemblage de la matrice de raideur et du vecteur force
• Programmation d’un élément

3 Applications sur des structures plus complexes
• Plateforme ATL4S
• Calculs pour développer des lois de matériaux
• Enrichissement des éléments

A hardening Mohr-Coulomb model
Cemented
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1 Principe de la méthode des éléments finis
• Position du problème
• Discrétisation (nombre fini d’éléments et d’inconnues)
• Construction du système à résoudre
• Méthodes de résolution

2 Utilisation de Matlab pour la MEF
• Programmation d’un code élément fini à l’aide de Matlab
• A↵ectation des ddl sur les nœuds des éléments
• Assemblage de la matrice de raideur et du vecteur force
• Programmation d’un élément

3 Applications sur des structures plus complexes
• Plateforme ATL4S
• Calculs pour développer des lois de matériaux
• Enrichissement des éléments

Finite Element Code PLAXIS



1 Principe de la méthode des éléments finis
• Position du problème
• Discrétisation (nombre fini d’éléments et d’inconnues)
• Construction du système à résoudre
• Méthodes de résolution

2 Utilisation de Matlab pour la MEF
• Programmation d’un code élément fini à l’aide de Matlab
• A↵ectation des ddl sur les nœuds des éléments
• Assemblage de la matrice de raideur et du vecteur force
• Programmation d’un élément

3 Applications sur des structures plus complexes
• Plateforme ATL4S
• Calculs pour développer des lois de matériaux
• Enrichissement des éléments

(Plaxis 2D Material Models Manual 2018)

Rf



1 Principe de la méthode des éléments finis
• Position du problème
• Discrétisation (nombre fini d’éléments et d’inconnues)
• Construction du système à résoudre
• Méthodes de résolution

2 Utilisation de Matlab pour la MEF
• Programmation d’un code élément fini à l’aide de Matlab
• A↵ectation des ddl sur les nœuds des éléments
• Assemblage de la matrice de raideur et du vecteur force
• Programmation d’un élément

3 Applications sur des structures plus complexes
• Plateforme ATL4S
• Calculs pour développer des lois de matériaux
• Enrichissement des éléments

• Equations (triaxial test under drained condition)
– For q<qf:

– Value of qf at failure 

– Secant modulus at 50% of the maximun deviatoric stress

– Unloading / reloading modulus Eur

14/11/2019 128



1 Principe de la méthode des éléments finis
• Position du problème
• Discrétisation (nombre fini d’éléments et d’inconnues)
• Construction du système à résoudre
• Méthodes de résolution

2 Utilisation de Matlab pour la MEF
• Programmation d’un code élément fini à l’aide de Matlab
• A↵ectation des ddl sur les nœuds des éléments
• Assemblage de la matrice de raideur et du vecteur force
• Programmation d’un élément

3 Applications sur des structures plus complexes
• Plateforme ATL4S
• Calculs pour développer des lois de matériaux
• Enrichissement des éléments

Yield surface



1 Principe de la méthode des éléments finis
• Position du problème
• Discrétisation (nombre fini d’éléments et d’inconnues)
• Construction du système à résoudre
• Méthodes de résolution

2 Utilisation de Matlab pour la MEF
• Programmation d’un code élément fini à l’aide de Matlab
• A↵ectation des ddl sur les nœuds des éléments
• Assemblage de la matrice de raideur et du vecteur force
• Programmation d’un élément

3 Applications sur des structures plus complexes
• Plateforme ATL4S
• Calculs pour développer des lois de matériaux
• Enrichissement des éléments

Potential function



1 Principe de la méthode des éléments finis
• Position du problème
• Discrétisation (nombre fini d’éléments et d’inconnues)
• Construction du système à résoudre
• Méthodes de résolution

2 Utilisation de Matlab pour la MEF
• Programmation d’un code élément fini à l’aide de Matlab
• A↵ectation des ddl sur les nœuds des éléments
• Assemblage de la matrice de raideur et du vecteur force
• Programmation d’un élément

3 Applications sur des structures plus complexes
• Plateforme ATL4S
• Calculs pour développer des lois de matériaux
• Enrichissement des éléments



1 Principe de la méthode des éléments finis
• Position du problème
• Discrétisation (nombre fini d’éléments et d’inconnues)
• Construction du système à résoudre
• Méthodes de résolution

2 Utilisation de Matlab pour la MEF
• Programmation d’un code élément fini à l’aide de Matlab
• A↵ectation des ddl sur les nœuds des éléments
• Assemblage de la matrice de raideur et du vecteur force
• Programmation d’un élément

3 Applications sur des structures plus complexes
• Plateforme ATL4S
• Calculs pour développer des lois de matériaux
• Enrichissement des éléments

Drained Triaxial Tests on loose Sand: experiments/HS model simulations



1 Principe de la méthode des éléments finis
• Position du problème
• Discrétisation (nombre fini d’éléments et d’inconnues)
• Construction du système à résoudre
• Méthodes de résolution

2 Utilisation de Matlab pour la MEF
• Programmation d’un code élément fini à l’aide de Matlab
• A↵ectation des ddl sur les nœuds des éléments
• Assemblage de la matrice de raideur et du vecteur force
• Programmation d’un élément

3 Applications sur des structures plus complexes
• Plateforme ATL4S
• Calculs pour développer des lois de matériaux
• Enrichissement des éléments

Drained Triaxial Tests on dense Sand: experiments/HS model simulations



1 Principe de la méthode des éléments finis
• Position du problème
• Discrétisation (nombre fini d’éléments et d’inconnues)
• Construction du système à résoudre
• Méthodes de résolution

2 Utilisation de Matlab pour la MEF
• Programmation d’un code élément fini à l’aide de Matlab
• A↵ectation des ddl sur les nœuds des éléments
• Assemblage de la matrice de raideur et du vecteur force
• Programmation d’un élément

3 Applications sur des structures plus complexes
• Plateforme ATL4S
• Calculs pour développer des lois de matériaux
• Enrichissement des éléments

l and k in e – ln p’

cc and cs in e – log p’

Clay



1 Principe de la méthode des éléments finis
• Position du problème
• Discrétisation (nombre fini d’éléments et d’inconnues)
• Construction du système à résoudre
• Méthodes de résolution

2 Utilisation de Matlab pour la MEF
• Programmation d’un code élément fini à l’aide de Matlab
• A↵ectation des ddl sur les nœuds des éléments
• Assemblage de la matrice de raideur et du vecteur force
• Programmation d’un élément

3 Applications sur des structures plus complexes
• Plateforme ATL4S
• Calculs pour développer des lois de matériaux
• Enrichissement des éléments

Modified Cam Clay Model



1 Principe de la méthode des éléments finis
• Position du problème
• Discrétisation (nombre fini d’éléments et d’inconnues)
• Construction du système à résoudre
• Méthodes de résolution

2 Utilisation de Matlab pour la MEF
• Programmation d’un code élément fini à l’aide de Matlab
• A↵ectation des ddl sur les nœuds des éléments
• Assemblage de la matrice de raideur et du vecteur force
• Programmation d’un élément

3 Applications sur des structures plus complexes
• Plateforme ATL4S
• Calculs pour développer des lois de matériaux
• Enrichissement des éléments

l and k in e – ln p’

cc and cs in e – log p’

Clay

Consolidation stress



1 Principe de la méthode des éléments finis
• Position du problème
• Discrétisation (nombre fini d’éléments et d’inconnues)
• Construction du système à résoudre
• Méthodes de résolution

2 Utilisation de Matlab pour la MEF
• Programmation d’un code élément fini à l’aide de Matlab
• A↵ectation des ddl sur les nœuds des éléments
• Assemblage de la matrice de raideur et du vecteur force
• Programmation d’un élément

3 Applications sur des structures plus complexes
• Plateforme ATL4S
• Calculs pour développer des lois de matériaux
• Enrichissement des éléments

Oedometric test

Consolidation stress

pc is the hardening variable



1 Principe de la méthode des éléments finis
• Position du problème
• Discrétisation (nombre fini d’éléments et d’inconnues)
• Construction du système à résoudre
• Méthodes de résolution

2 Utilisation de Matlab pour la MEF
• Programmation d’un code élément fini à l’aide de Matlab
• A↵ectation des ddl sur les nœuds des éléments
• Assemblage de la matrice de raideur et du vecteur force
• Programmation d’un élément

3 Applications sur des structures plus complexes
• Plateforme ATL4S
• Calculs pour développer des lois de matériaux
• Enrichissement des éléments

Plastic potential function



1 Principe de la méthode des éléments finis
• Position du problème
• Discrétisation (nombre fini d’éléments et d’inconnues)
• Construction du système à résoudre
• Méthodes de résolution

2 Utilisation de Matlab pour la MEF
• Programmation d’un code élément fini à l’aide de Matlab
• A↵ectation des ddl sur les nœuds des éléments
• Assemblage de la matrice de raideur et du vecteur force
• Programmation d’un élément

3 Applications sur des structures plus complexes
• Plateforme ATL4S
• Calculs pour développer des lois de matériaux
• Enrichissement des éléments

Hardening mechanism for normally 
or lightly overconsolidated clay



1 Principe de la méthode des éléments finis
• Position du problème
• Discrétisation (nombre fini d’éléments et d’inconnues)
• Construction du système à résoudre
• Méthodes de résolution

2 Utilisation de Matlab pour la MEF
• Programmation d’un code élément fini à l’aide de Matlab
• A↵ectation des ddl sur les nœuds des éléments
• Assemblage de la matrice de raideur et du vecteur force
• Programmation d’un élément

3 Applications sur des structures plus complexes
• Plateforme ATL4S
• Calculs pour développer des lois de matériaux
• Enrichissement des éléments



1 Principe de la méthode des éléments finis
• Position du problème
• Discrétisation (nombre fini d’éléments et d’inconnues)
• Construction du système à résoudre
• Méthodes de résolution

2 Utilisation de Matlab pour la MEF
• Programmation d’un code élément fini à l’aide de Matlab
• A↵ectation des ddl sur les nœuds des éléments
• Assemblage de la matrice de raideur et du vecteur force
• Programmation d’un élément

3 Applications sur des structures plus complexes
• Plateforme ATL4S
• Calculs pour développer des lois de matériaux
• Enrichissement des éléments

dep
at critical state
de p = des

p

dev
p = 0



1 Principe de la méthode des éléments finis
• Position du problème
• Discrétisation (nombre fini d’éléments et d’inconnues)
• Construction du système à résoudre
• Méthodes de résolution

2 Utilisation de Matlab pour la MEF
• Programmation d’un code élément fini à l’aide de Matlab
• A↵ectation des ddl sur les nœuds des éléments
• Assemblage de la matrice de raideur et du vecteur force
• Programmation d’un élément

3 Applications sur des structures plus complexes
• Plateforme ATL4S
• Calculs pour développer des lois de matériaux
• Enrichissement des éléments

Yield stress



1 Principe de la méthode des éléments finis
• Position du problème
• Discrétisation (nombre fini d’éléments et d’inconnues)
• Construction du système à résoudre
• Méthodes de résolution

2 Utilisation de Matlab pour la MEF
• Programmation d’un code élément fini à l’aide de Matlab
• A↵ectation des ddl sur les nœuds des éléments
• Assemblage de la matrice de raideur et du vecteur force
• Programmation d’un élément

3 Applications sur des structures plus complexes
• Plateforme ATL4S
• Calculs pour développer des lois de matériaux
• Enrichissement des éléments

Drained triaxial test on normally consolidated clay



1 Principe de la méthode des éléments finis
• Position du problème
• Discrétisation (nombre fini d’éléments et d’inconnues)
• Construction du système à résoudre
• Méthodes de résolution

2 Utilisation de Matlab pour la MEF
• Programmation d’un code élément fini à l’aide de Matlab
• A↵ectation des ddl sur les nœuds des éléments
• Assemblage de la matrice de raideur et du vecteur force
• Programmation d’un élément

3 Applications sur des structures plus complexes
• Plateforme ATL4S
• Calculs pour développer des lois de matériaux
• Enrichissement des éléments

n 



1 Principe de la méthode des éléments finis
• Position du problème
• Discrétisation (nombre fini d’éléments et d’inconnues)
• Construction du système à résoudre
• Méthodes de résolution

2 Utilisation de Matlab pour la MEF
• Programmation d’un code élément fini à l’aide de Matlab
• A↵ectation des ddl sur les nœuds des éléments
• Assemblage de la matrice de raideur et du vecteur force
• Programmation d’un élément

3 Applications sur des structures plus complexes
• Plateforme ATL4S
• Calculs pour développer des lois de matériaux
• Enrichissement des éléments
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MMC hardening/softening law

Elastic behavior

pc/2



1 Principe de la méthode des éléments finis
• Position du problème
• Discrétisation (nombre fini d’éléments et d’inconnues)
• Construction du système à résoudre
• Méthodes de résolution

2 Utilisation de Matlab pour la MEF
• Programmation d’un code élément fini à l’aide de Matlab
• A↵ectation des ddl sur les nœuds des éléments
• Assemblage de la matrice de raideur et du vecteur force
• Programmation d’un élément

3 Applications sur des structures plus complexes
• Plateforme ATL4S
• Calculs pour développer des lois de matériaux
• Enrichissement des éléments



1 Principe de la méthode des éléments finis
• Position du problème
• Discrétisation (nombre fini d’éléments et d’inconnues)
• Construction du système à résoudre
• Méthodes de résolution

2 Utilisation de Matlab pour la MEF
• Programmation d’un code élément fini à l’aide de Matlab
• A↵ectation des ddl sur les nœuds des éléments
• Assemblage de la matrice de raideur et du vecteur force
• Programmation d’un élément

3 Applications sur des structures plus complexes
• Plateforme ATL4S
• Calculs pour développer des lois de matériaux
• Enrichissement des éléments



1 Principe de la méthode des éléments finis
• Position du problème
• Discrétisation (nombre fini d’éléments et d’inconnues)
• Construction du système à résoudre
• Méthodes de résolution

2 Utilisation de Matlab pour la MEF
• Programmation d’un code élément fini à l’aide de Matlab
• A↵ectation des ddl sur les nœuds des éléments
• Assemblage de la matrice de raideur et du vecteur force
• Programmation d’un élément

3 Applications sur des structures plus complexes
• Plateforme ATL4S
• Calculs pour développer des lois de matériaux
• Enrichissement des éléments

Triaxial tests  - Overconsolidated behavior 

constant s’3

Clay



1 Principe de la méthode des éléments finis
• Position du problème
• Discrétisation (nombre fini d’éléments et d’inconnues)
• Construction du système à résoudre
• Méthodes de résolution

2 Utilisation de Matlab pour la MEF
• Programmation d’un code élément fini à l’aide de Matlab
• A↵ectation des ddl sur les nœuds des éléments
• Assemblage de la matrice de raideur et du vecteur force
• Programmation d’un élément

3 Applications sur des structures plus complexes
• Plateforme ATL4S
• Calculs pour développer des lois de matériaux
• Enrichissement des éléments

Triaxial tests  - Overconsolidated behavior

Clay

constant s’3



1 Principe de la méthode des éléments finis
• Position du problème
• Discrétisation (nombre fini d’éléments et d’inconnues)
• Construction du système à résoudre
• Méthodes de résolution

2 Utilisation de Matlab pour la MEF
• Programmation d’un code élément fini à l’aide de Matlab
• A↵ectation des ddl sur les nœuds des éléments
• Assemblage de la matrice de raideur et du vecteur force
• Programmation d’un élément

3 Applications sur des structures plus complexes
• Plateforme ATL4S
• Calculs pour développer des lois de matériaux
• Enrichissement des éléments

Maximum Strength Envelope: experiment/MCC Model

MCC not appropriate for overconsolidated clay
MCC not appropriate for sand



1 Principe de la méthode des éléments finis
• Position du problème
• Discrétisation (nombre fini d’éléments et d’inconnues)
• Construction du système à résoudre
• Méthodes de résolution

2 Utilisation de Matlab pour la MEF
• Programmation d’un code élément fini à l’aide de Matlab
• A↵ectation des ddl sur les nœuds des éléments
• Assemblage de la matrice de raideur et du vecteur force
• Programmation d’un élément

3 Applications sur des structures plus complexes
• Plateforme ATL4S
• Calculs pour développer des lois de matériaux
• Enrichissement des éléments

« What is the best model ? »

There is no direct answer to this question.

The universal model does not exist.

Each model has his advantages and its 
disadvantages.



1 Principe de la méthode des éléments finis
• Position du problème
• Discrétisation (nombre fini d’éléments et d’inconnues)
• Construction du système à résoudre
• Méthodes de résolution

2 Utilisation de Matlab pour la MEF
• Programmation d’un code élément fini à l’aide de Matlab
• A↵ectation des ddl sur les nœuds des éléments
• Assemblage de la matrice de raideur et du vecteur force
• Programmation d’un élément

3 Applications sur des structures plus complexes
• Plateforme ATL4S
• Calculs pour développer des lois de matériaux
• Enrichissement des éléments

It is, therefore, necessary to be able to understand the 
capabilities as well as the limitations of the different 
models at our disposal in order to select the
appropriate one according to the nature of the soil 
and the characteristics of the numerical simulations to 
be undertaken (foundations, tunnels, excavations,…).

This is not an easy task and there is no definite answer 
to this problem.

I will give you some elements of discussion and 
illustrations of the model performances for different 
cases



1 Principe de la méthode des éléments finis
• Position du problème
• Discrétisation (nombre fini d’éléments et d’inconnues)
• Construction du système à résoudre
• Méthodes de résolution

2 Utilisation de Matlab pour la MEF
• Programmation d’un code élément fini à l’aide de Matlab
• A↵ectation des ddl sur les nœuds des éléments
• Assemblage de la matrice de raideur et du vecteur force
• Programmation d’un élément

3 Applications sur des structures plus complexes
• Plateforme ATL4S
• Calculs pour développer des lois de matériaux
• Enrichissement des éléments

Plaxis: Linear or Non-linear Elasticity



1 Principe de la méthode des éléments finis
• Position du problème
• Discrétisation (nombre fini d’éléments et d’inconnues)
• Construction du système à résoudre
• Méthodes de résolution

2 Utilisation de Matlab pour la MEF
• Programmation d’un code élément fini à l’aide de Matlab
• A↵ectation des ddl sur les nœuds des éléments
• Assemblage de la matrice de raideur et du vecteur force
• Programmation d’un élément

3 Applications sur des structures plus complexes
• Plateforme ATL4S
• Calculs pour développer des lois de matériaux
• Enrichissement des éléments

Plaxis : Loading or unloading

MC Model HS Model

MCC Model

Ei Eu Eu = Ei

Eu>Ei

l or cc > k or cs



1 Principe de la méthode des éléments finis
• Position du problème
• Discrétisation (nombre fini d’éléments et d’inconnues)
• Construction du système à résoudre
• Méthodes de résolution

2 Utilisation de Matlab pour la MEF
• Programmation d’un code élément fini à l’aide de Matlab
• A↵ectation des ddl sur les nœuds des éléments
• Assemblage de la matrice de raideur et du vecteur force
• Programmation d’un élément

3 Applications sur des structures plus complexes
• Plateforme ATL4S
• Calculs pour développer des lois de matériaux
• Enrichissement des éléments

Example of an unloading case:  soil excavation 



1 Principe de la méthode des éléments finis
• Position du problème
• Discrétisation (nombre fini d’éléments et d’inconnues)
• Construction du système à résoudre
• Méthodes de résolution

2 Utilisation de Matlab pour la MEF
• Programmation d’un code élément fini à l’aide de Matlab
• A↵ectation des ddl sur les nœuds des éléments
• Assemblage de la matrice de raideur et du vecteur force
• Programmation d’un élément

3 Applications sur des structures plus complexes
• Plateforme ATL4S
• Calculs pour développer des lois de matériaux
• Enrichissement des éléments

Example of the influence of non-linear behaviour

Tunnel in London Clay



1 Principe de la méthode des éléments finis
• Position du problème
• Discrétisation (nombre fini d’éléments et d’inconnues)
• Construction du système à résoudre
• Méthodes de résolution

2 Utilisation de Matlab pour la MEF
• Programmation d’un code élément fini à l’aide de Matlab
• A↵ectation des ddl sur les nœuds des éléments
• Assemblage de la matrice de raideur et du vecteur force
• Programmation d’un élément

3 Applications sur des structures plus complexes
• Plateforme ATL4S
• Calculs pour développer des lois de matériaux
• Enrichissement des éléments

Conclusion

The quality of the numerical simulations depends 
strongly not only on the choice of the constitutive 
model, but also on the parameter determination.

To improve this quality one should have
1. a thorough understanding of the capabilities and the 

limitations of a given model;
2. a well adapted procedure for the parameter 

identification

Ref.  P.Y. Hicher & J.F. Shao (2008) “constitutive models for soils and rocks”, 
ed. ISTE-Wiley, 439 pages




